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Équations aux dérivées partielles : Test

Exercice 1 : Soit Ω l'ouvert de R2 dé�ni par

Ω = {(x, y); 0 < x < 1, 0 < y < x3}.

On considère la fonction dé�nie par v(x, y) = xα. Quelles sont les valeurs de α pour lesquelles
� v est dans H1(Ω) ?
� v est dans L2(∂Ω) ?

En déduire que le Théorème de trace n'est pas valable pour cet ouvert Ω.

Exercice 2 : Soit Ω un ouvert borné de RN , pour toute fonction fk de L2(Ω), on notera uk la
solution de {

−∆uk = fk dans Ω
uk = 0 sur ∂Ω.

1) Montrer que si f1 ≥ f2 sur Ω, alors u1 ≥ u2 sur Ω.
2) Montrer que si fn converge (fortement) vers f dans L2(Ω), alors un converge (fortement) vers
u dans H1

0 (Ω).
3) Montrer que si fn converge faiblement vers f dans L2(Ω), alors un converge faiblement vers
u dans H1

0 (Ω).

Exercice 3 : Soit Ω un ouvert borné, connexe, régulier de RN , f une fonction de L2(Ω), g une
fonction de L2(∂Ω). On considère la forme bilinéaire a et la forme linéaire L dé�nies sur H1(Ω)
par :
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1) Montrer que le problème :{
Trouver u ∈ H1(Ω) telle que pour toute v ∈ H1(Ω)

a(u, v) = L(v).

possède une solution unique u.
2) En admettant que cette solution u est dans H2(Ω), retrouver l'équation aux dérivées partielles
satisfaite par u (y compris les conditions aux limites).
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Exercice 4 : Soit f une fonction de L2(]0, 1[), a une fonction de L∞(]0, 1[) véri�ant a(x) ≥
a0 > 0 et β une constante réelle. On veut résoudre l'équation suivante :

−u′′ + a(x)u(x) = f(x) x ∈]0, 1[
u′(0)− βu(0) = 0
u′(1)− βu(1) = 0 .

(1)

1) Ecrire une formulation variationnelle pour l'équation (1).
2) Trouver une condition su�sante, portant sur β, pour que la forme bilinéaire soit coercive.
Montrer, dans ce cas l'existence et l'unicité d'une solution u pour la formulation variationnelle.
Montrer que u est solution de l'équation (1) en un sens classique.

Exercice 5 : Soit Ω le rectangle ] − 1, 1[×]0, 1[, Ω1 =] − 1, 0[×]0, 1[ et Ω2 = Ω \ Ω1. Soit α la
fonction, constante par morceaux, dé�nie sur Ω par :

α =

{
α1 sur Ω1

α2 sur Ω2

avec α1 ≥ α2 > 0. On se donne une fonction f ∈ L2(Ω) et on considère le problème :
−div(α∇u) = f dans Ω

u = 0 sur le côté vertical x = −1
∂u
∂n = 0 sur les trois autres côtés

(2)

1) Écrire une formulation variationnelle pour le problème (2). Montrer que ce problème admet
une solution unique u (on pourra démontrer la coercivité par l'absurde).
2) Montrer que la fonction u, solution de (2) véri�e
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sur la droite x = 0.


