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Mathématique

Equations aux dérivées partielles : Test

Exercice 1 : Soit Q 'ouvert de R? défini par
Q={(z,y);0<x<1,0<y<a’}

On considére la fonction définie par v(z,y) = . Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles
~ v est dans H(Q)?
— v est dans L2(09Q) ?

En déduire que le Théoréme de trace n’est pas valable pour cet ouvert €.

Exercice 2 : Soit  un ouvert borné de RY, pour toute fonction fi de L?(£2), on notera uy la

solution de
{ —Aug = fr dans Q

up =0 sur 0f2.
1) Montrer que si f1 > fa sur €, alors u; > ug sur 2.
2) Montrer que si f, converge (fortement) vers f dans L?(f2), alors u,, converge (fortement) vers
u dans HJ(9Q).
3) Montrer que si f, converge faiblement vers f dans L?(Q2), alors u, converge faiblement vers
u dans H} ().

Exercice 3 : Soit Q un ouvert borné, connexe, régulier de RY, f une fonction de L?(f2), g une
fonction de L?(9£2). On considére la forme bilinéaire a et la forme linéaire L définies sur H!(2)

par :
Oudv Oudv 1 [Oudv Oudv
a(w0):= | Heont oyay T2 (ayaﬁaxay) ax+ [ wds

L(v) := / fvdX—i—/ gudo .
Q a0
1) Montrer que le probléme :

Trouver u € H'(Q) telle que pour toute v € H'(Q)
a(u,v) = L(v).

posséde une solution unique .
2) En admettant que cette solution u est dans H?((2), retrouver 1’équation aux dérivées partielles
satisfaite par w (y compris les conditions aux limites).
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Exercice 4 : Soit f une fonction de L?(]0,1[), @ une fonction de L>(]0,1[) vérifiant a(z) >
ao > 0 et B une constante réelle. On veut résoudre ’équation suivante :

v +a(x)u(z) = f(z) x€)0,1]
' (0) — Bu(0) = 0 (1)
u' (1) = pu(l) =0

1) Ecrire une formulation variationnelle pour I’équation (1).

2) Trouver une condition suffisante, portant sur /3, pour que la forme bilinéaire soit coercive.
Montrer, dans ce cas 'existence et I'unicité d’une solution u pour la formulation variationnelle.
Montrer que u est solution de I’équation (1) en un sens classique.

Exercice 5 : Soit Q le rectangle | — 1,1[x]0,1[, Q1 =] — 1,0[x]0,1[ et Qo = Q\ Q1. Soit « la
fonction, constante par morceaux, définie sur €2 par :

1 Sur Ql
o=
a9 sur §29

avec ag > ag > 0. On se donne une fonction f € L?(£2) et on considére le probléme :

—div(aVu) = f dans Q
u=0 sur le coté vertical z = —1 (2)
% =0 sur les trois autres cotés

1) Ecrire une formulation variationnelle pour le probléme (2). Montrer que ce probléme admet
une solution unique u (on pourra démontrer la coercivité par ’absurde).
2) Montrer que la fonction u, solution de (2) vérifie

0 0
a U\ ~ U\Q,

ox ox

sur la droite x = 0.



