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Chapitre 1

Introduction, exemples et notations

1.1 Notations

De trés nombreux problémes en physique, en mécanique bien str mais aussi en chimie
(systémes de réaction-diffusion) en biologie ou écologie (dynamique des populations) en
économie (gestion de stocks), en finance (pricing d’options et de produits dérivés) sont
modélisés a ’aide d’équations aux dérivées partielles, en abrégé edp. Une edp est une
relation entre les dérivées partielles de fonctions de plusieurs variables. Des exemples
fondamentaux seront donnés tout au long de ce premier chapitre.

Dans les applications on aura le plus souvent des variables d’espace : x,y, 2z et une va-
riable temps : t. Mais on pourra également trouver d’autres variables : par exemple dans
un probléme de dynamique des populations on aura & prendre 1’dge comme variable ou
dans un probléme de cinétique des particules, les composantes de la vitesse de la particule
interviendront également comme variables. Pour présenter des développements mathéma-
tiques nous utiliserons souvent des variables vectorielles © = (z1,x2,. .., ;) parcourant
un ouvert {2 de R™. L’espace R™ sera toujours muni de sa structure euclidienne : on no-
tera |z| = (27 + ... +22)Y/2 la norme du vecteur z et .y = x1y; + ... + Zpyn le produit
scalaire des vecteurs x et y.

Rappelons que si v est une fonction numérique de n variables, sufisamment différen-
tiable (& moins que les dérivées ci-dessous soient comprises au sens des distributions, voir
chapitre suivant), on désigne par gradient de u, noté grad u(x) ou Vu(x) le vecteur

ou Ou ou

VU(IE) = (871171787332”67%)

tandis que si V' = (V1, V3, ..., V,,) est une fonction de R dans R™ on appelle divergence
de V, et on note div V, la fonction

oy OV, oV,
= ——+a-+...+ "

Enfin, on appelle laplacien de u et on note Awu la fonction définie par

Pu 0% 9%u .
:871'%+87x§+"'+7 :dlv(Vu(x)).

Au(x) 922
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On appelle fonction harmonique sur 'ouvert §2 toute fonction w vérifiant

Awu = 0 sur 2. La théorie des fonctions harmoniques est trés riche : formule de la moyenne,
principe du maximum, inégalités de Harnack. Nous avons déja vu une partie de ces résul-
tats dans le cours de Fonctions holomorphes en premiére année. En effet, en dimension 2,
les fonctions harmoniques sont reliées aux fonctions holomorphes puisque la partie réelle
d’une fonction holomorphe est harmonique, et réciproquement, toute fonction harmo-
nique est la partie réelle d’une fonction holomorphe sur tout ouvert simplement connexe.

On utilisera beaucoup dans la suite les formules d’intégration par parties en dimension
N, connues sous le nom de formule de Green ou formule de Stokes :

si  est un ouvert assez régulier (par exemple dont le bord posséde un plan tangent en tout
point) et u et v sont deux fonctions de L?(£2) dont les dérivées premiéres (éventuellement
4 comprendre au sens des distributions) sont dans L?(2), alors on a :

ou
Q Ox;

ov

(1.1) e

udx

vdx :/uvnida —
r

ou n; est la iéme composante du vecteur normal a I' dirigé vers l'extérieur.
On en déduit facilement que si v et v sont deux fonctions de L?(Q2) dont les dérivées
secondes pour u et premiéres pour v sont dans L?(€2), alors on a :

(1.2) /Auvdx:/auvda - /Vu.Vvdx
Q r On 0

Exercice 1.1 : En dimension deux, déterminer tous les polynémes harmoniques de degré
inférieur ou égal a 4. Déterminer également toutes les fonctions harmoniques u(z,y) qui
s’écrivent sous la forme v(x)w(y) (c’est-a-dire & variables séparables).

Exercice 1.2 : En dimension deux, on note (r,#) les coordonnées polaires (définies par
x =rcosf,y = rsinf)). Exprimer le gradient et le laplacien d’une fonction u grace aux
coordonnées polaires. En déduire toutes les fonctions harmoniques radiales (c’est-a-dire
qui ne dépendent que de r) sur une couronne ne contenant pas 1’origine.

On trouve pour expression du laplacien

0%u 1 ou 1 9%u

Ay=20 200 O
Y 8r2+r8r+r2802

Exercice 1.3 : En dimension trois, déterminer 'expression du laplacien en coordonnées
sphériques (z = rcosfsin ¢,y = rsinfsin ¢, z = r cos ¢). En déduire toutes les fonctions
harmoniques radiales en dimension trois.

On trouve pour expression du laplacien en dimension 3

0%u 2 0u 1 1 0%u cos¢ Ou 0%u

Ay=d¥ 20w 11 o gu | oy
Y= 92 +r or +7“2 (sin2¢) 062 + sin¢ O¢ + 8¢2)




1.2. DES EXEMPLES D’E.D.P. :

1.2 Des exemples d’e.d.p. :

1.2.1 L’équation de la chaleur

Imaginons une piéce, représentée par un ouvert 2 C R3, chauffée par une source de
chaleur définie par une fonction f que l’on suppose connue. On désigne par u(t, z,y, z)
la température a Uinstant ¢ et au point de coordonnées (x,y, z). L’équation qui relie la
température a la source de chaleur (dite équation de la chaleur) est :

ou
(1.3) E—Au:f pour t >0 et (z,y,2) € Q
Il est clair que cette seule équation n’est pas suffisante pour déterminer la température
dans la piece & tout instant. Pour cela il est nécessaire de connaitre de plus les conditions
initiales et les conditions aux limites. Précisons ce qu’on entend par 1a.
Se donner les conditions initiales, c’est se donner la répartition de température dans toute
la piéce a l'instant ¢ = 0, c’est-a-dire se donner une fonction ug telle que

u(0,z,y,2) = uo(z,y,2) sur L.

Se donner les conditions aux limites, c’est se donner des renseignements sur la fonction
u ou ses dérivées sur le bord du domaine. Ils peuvent étre de différents types, voyons les
principaux.

Condition de Dirichlet c’est se donner la valeur de la fonction w sur tout ou partie
du bord, par exemple u = g sur 0. Physiquement cela correspondrait au cas d’une
paroi si mince que la température sur celle-ci serait exactement la température
extérieure.

Condition de Neumann c’est se donner la valeur du flux de température sur tout ou
partie du bord. Le flux de température est par définition égal a la dérivée normale

de la fonction u, c’est-a-dire & % = Vu.n ou n est le vecteur normal extérieur
a 0f). Une condition de Neumann est donc une condition du type % = g. Par

exemple la condition % = 0 sur 9N correspondrait physiquement au cas d’une

paroi parfaitement isolée.

Condition de Fourier ou de Robin c’est se donner une relation linéaire entre le flux
et la température sur tout ou partie du bord. C’est-a-dire qu’on a une égalité du
type %Z + au = g sur 02 ou une partie de 0€2. Physiquement cela correspondrait
4 une paroi partiellement isolante ou le flux de température serait par exemple
proportionnel au différentiel de température entre I’extérieur et l'intérieur.

Il est possible, comme on peut 'imaginer au vu de ’exemple ci-dessus, d’avoir ensemble
plusieurs types de conditions au bord sur des parties différentes de 0f2, mais il est im-
portant de n’en avoir qu’une seule & la fois sur une partie donnée de la frontiére.

Le travail du mathématicien consiste & prouver que le probléme qu’on considére est bien
posé c’est-a-dire qu’il posséde une solution et une seule et que celle-ci dépend continti-
ment des données (définition due & Hadamard). Ce n’est pas toujours le cas comme le
montrent les exemples donnés dans les exercices 4 et 5 ci-dessous. La plus grande partie
de ce cours sera consacrée a mettre en place des outils permettant de répondre & ces
questions mathématiques dans certains cas (mais pas tous malheureusement).
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L’exemple d’e.d.p. donnée ci-dessus est un exemple d’équation linéaire en u (la fonction
inconnue u n’apparait qu’a la puissance un dans ’équation). Ces équations sont beaucoup
plus faciles a traiter (d’un point de vue théorique et d’un point de vue numeérique) et on
peut considérer que la théorie est bien établie maintenant pour le cas linéaire. Mais de
nombreux problémes physiques se modélisent a 1’aide d’équations non linéaires. Il serait
trop long ici d’en donner la liste, vous aurez largement 1’occasion d’en voir lors d’autres
cours de I’Ecole.

Donnons maintenant d’autres exemples d’e.d.p. (linéaires) qui sont de nature différentes
a celle de I’équation de la chaleur.

1.2.2 L’équation de Laplace

Imaginons que dans I'exemple précédent la source de chaleur f ne dépende pas du temps
(ie. f(t,z,y,2) = f(x,y,2)). Au bout d'un temps relativement court la température
de la piéce va se stabiliser (au sens ou, en chaque point elle deviendra indépendante
du temps), on dira alors qu’elle a atteint un régime stationnaire (ou permanent). Dans
I’équation aux dérivées partielles qui régissait la température, le terme en % va alors

s’annuler et ’équation reliant u & f va s’écrire :
(1.4) —Au=f pour (z,y,z) € Q

Cette équation s’appelle équation de Laplace.

En plus de ’équation, posée dans €, il convient 1a encore de préciser les conditions au
bord, c’est-a-dire le comportement de la fonction cherchée u sur I'. Ces conditions au
bord peuvent étre exactement les mémes que dans le cas de I’équation de la chaleur. On
peut donc rencontrer 14 aussi des conditions de Dirichlet, de Neumann ou de Fourier. En
revanche les conditions initiales n’ont pas d’objet ici puisque la variable temps n’intervient
pas dans I’équation.

1.2.3 L’équation des ondes

Considérons maintenant une membrane plane occupant un domaine  de R? et attachée
a un cerceau I' (imaginez un tambour). Supposons maintenant que la membrane soit
soumise a une force extérieure f(z,y) (f(z,y) représente I'intensité de la force au point
de coordonnées (z,y)). Sous l'effet de la force f, la membrane va se mettre a vibrer.
Notons u(z,y) le déplacement (vertical) du point de coordonnées (z,y) de la membrane.
L’équation reliant le déplacement inconnu u et la force appliquée est I’équation des ondes :

d%u

S —Au=f pour ¢t > 0 et (z,y) € Q.

En plus de cette équation, il convient ici de donner des conditions initiales décrivant 1’état
de la membrane au début de ’expérience. Comme 1’équation est du deuxiéme ordre en ¢,
il est nécessaire de donner deux conditions. Plus précisément il faut connaitre a la fois la
position initiale de la membrane et sa vitesse initiale. Les conditions sont donc du type :

du

ot (07 xvy) = Ul(x, y)

u(oaway) = UO(xay) et
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ol ug et uq sont des fonctions connues.
Enfin dans le cas décrit ici, comme la membrane est attachée sur 9€2, son déplacement
est nul sur le bord et on aura donc une condition de Dirichlet homogeéne :

u=0 surI.

1.2.4 Classification des équations

Les trois exemples présentés ci-dessus ne sont pas innocents puisqu’ils représentent en
fait une équation de chacun des types classiques :

L’équation de Laplace est dite elliptique, I’équation de la chaleur est dite parabolique
tandis que ’équation des ondes est dite hyperbolique. D’ou vient cette dénomination
et & quoi correspond elle ?

Si 'on remplace formellement les dérivées partielles par un symbole de degré correspon-
dant (i.e. % par T ou % par X? par exemple), a opérateur de Laplace A (en dimension
deux) correspond alors le symbole X2+Y?2, a l'opérateur de la chaleur % — A correspond

le symbole T'— (X2 +Y?2), tandis qu’a I'opérateur des ondes g—; — A correspond le symbole
T? — (X2 +Y?). On reconnait la respectivement des équations de cercle (ou d’ellipse plus
généralement), de paraboloide et d’hyperboloide ce qui explique la terminologie choisie.
Les propriétés et caractéristiques de chaque type d’équation sont assez différentes. Dans
ce cours, nous nous concentrerons sur les équations elliptiques.

Exercice 1.4 : Soit f une fonction de L(]0, 1[). On considére I’équation

o' = f sur]0,1]
u'(0) = a
u(l) = b

A quelle condition sur a et b, cette équation admet-elle une solution ?

Montrer de méme que si  est un domaine régulier de R, f une fonction de L'() et g
une fonction de L'(99), il y a une condition nécessaire portant sur f et g pour que le
probléme avec condition au bord de Neumann :

{Au = f dans Q
% = g sur 0f)

posséde au moins une solution. Vérifier que s’il en posséde une, alors il y a une infinité
de solutions.

Exercice 1.5 : On considére I’équation différentielle :

" +u = 1 dans]0,7
(1.5) uw(0) = a
u(r) = b

Vérifier, en résolvant ’équation explicitement, que pour qu’il y ait une solution a (1.5),
il faut qu’il y ait une relation entre a et b (Notez la différence avec des données du type
conditions initiales u(0) = a et u/(0) = b pour lesquelles il y a toujours une solution par
le théoréme de Cauchy).
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1.3 Reésolution explicite par la séparation des variables

1.3.1 Une équation de Laplace sur un rectangle

Considérons dans ce paragraphe le rectangle R = [0, L] x [0,!] et donnons nous une fonc-
tion f continue et définie sur OR. On veut résoudre ici I’équation aux dérivées partielles :

Ay = 0 dans R
(1.6)
u = f sur dR

La géométrie trés particuliére du domaine (qui s’écrit comme un produit) et la forme
particuliérement simple de I’équation va nous permettre de donner une solution explicite
(sous forme de série) de I’équation (1.6), mais il faut bien étre conscient que ce type de
situation est tout a fait exceptionnel (deux autres exemples seront néanmoins donnés ci-
dessous) et que la régle générale est qu’une edp ne peut pas se résoudre de fagon explicite,
mais seulement de fagon numérique (méthode des éléments finis par exemple).
Commencons tout d’abord a rechercher les fonctions harmoniques dans R? qui sont a
variables séparées, c’est-a-dire qui s’écrivent sous la forme u(x,y) = v(z)w(y) (cette
recherche nous est suggérée par la forme du domaine R qui lui-méme s’écrit comme un
produit). Puisque

*u  0?
Du=Gh o o = @uly) + (@ (5) = 0
on en tire :
17) V) _w()

v(x) w(y)
Mais le premier membre de cette équation (1.7) n’est fonction que de z, tandis que le
deuxiéme membre n’est fonction que de y. Les deux variables = et y étant bien entendu
indépendantes, ceci n’est possible que si les deux membres de I’équation (1.7) sont égaux
a une constante, c’est-a-dire qu’il existe A tel que :
V(@) ()

v(z)  w(y)

On aboutit donc & deux équations différentielles ordinaires trés classiques :
v'(x) = Av(z) =0 et w'(y) + I w(y) =0

qu’on résout, en discutant suivant le signe de A. On obtient donc en revenant a u :

(1.8a) u(z,y) = (acos(wz) + bsin(wz))(ccosh(wy) + sinh(wy))
(1.8b) u(z,y) = (acosh(wz) 4+ bsinh(wx))(ccos(wy) + sin(wy))
ou enfin

(1.8¢). uw(z,y) = (ax +b)(cy + d)
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Les fonctions qui apparaissent ci-dessus sont donc toutes les fonctions harmoniques dans
le plan s’écrivant comme le produit d’une fonction de x par une fonction de y. C’est
parmi ces fonctions et leurs combinaisons que nous allons rechercher la solution de (1.6).
Pour cela, commencons par décomposer le probléme en quatre sous-problémes. Notons
fi la restriction de f au i-éme coté du rectangle, ainsi f; est la restriction de f au coté
[0, L] x {0}. Par linéarité la résolution de (1.6) peut se ramener a la résolution des quatre
systémes :

Au; = 0 dans R
(1.9) u; = f; surleieme coté
u; = 0 sur les autres cotés

la solution de (1.6) s’obtenant alors par u = wuj + ug + ug + ug (c’est ce que les physiciens
appellent le principe de superposition).

Considérons donc, pour fixer les idées, le premier de ces systémes, celui relatif & uy et
recherchons parmi la liste de fonctions harmoniques données ci-dessus en (1.8), celles qui
s’annulent sur les cotés verticaux du rectangle. On doit donc avoir

u(0,y) =u(L,y) =0 Vye€[0,]]

Or, les fonctions cosh et sinh étant linéairement indépendantes, de méme que les fonctions
cos et sin, on se rend compte que cette double égalité n’est possible que dans le cas ou
u(z,y) est de la forme (s’en persuader en détaillant les calculs!) :

— ain(™™) (@ cosh("™) + pinh ("™
u(zx,y) = sin( 7 )(a cosh( 7 ) + bsinh( 7 )

ol n est un entier, et a et b des réels (dépendant éventuellement de n).
Développons & présent la fonction f; en série de Fourier de sinus sur lintervalle [0, L]
(c’est toujours possible puisqu’on peut prolonger la fonction fi par imparité sur [—L,0]) :

> nmwT 2 [ nwx
filz) = nzlan sin(T) avec Qg = L/o fi(x) Sin(T)dx

En explicitant alors la condition au bord dans (1.9) : u(x,0) = fi(x) on se rend compte
que cette relation sera vérifiée si on prend pour fonction u la somme de la série (sous
réserve de convergence) :

(1.10) u(z,y) = Z sin(?)(an Cosh(%) + by sinh(?))

n=1

ou les constantes b, restent a fixer grace a la derniére condition au bord
u(z,l) =0 Vz€l0,L].
En remplacant dans I’expression ci-dessus, on obtient :

cosh(nnl/L)

b = —op——————.
“ sinh(nnl/L)

11
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Le calcul effectué ci-dessus reste formel et il convient bien entendu d’étudier a posteriori la
convergence de la série définissant u (cf exercice 6).11 n’empéche que nous avons obtenu ici
une expression explicite de la solution, ce qui est, je le répete, relativement exceptionnel.

Exercice 1.6 : Donner des conditions suffisantes sur «,, pour que la série (1.10) soit
uniformément convergente.

1.3.2 L’équation de Poisson sur le disque

On se place ici sur le disque unité de R? qu’on notera D, de bord C et on se donne
une fonction f continue sur C. On veut résoudre 1’équation de Laplace (aussi appelée
équation de Poisson dans ce cas) :

Au = 0 dans D
(1.11)

u = f surC

L’emploi des coordonnées cartésiennes (z,y) serait maladroit ici, puisque le disque unité
ne s’exprime pas particuliérement simplement dans ce systéme de coordonnées. En re-
vanche, en coordonnées polaires (r, ), le disque unité s’écrit comme le produit cartésien
[0,1] x [0, 27]. Il est donc justifié de rechercher des solutions de (1.11) sous forme séparée :
u(r,0) = o(r)u(6).

L’expression du Laplacien en coordonnées polaires étant (cf exercice 2) :

u  10u 1 9%u

Ay=24_ 9% 94
Y 87‘2+7’87’+r2892

en remplacant u par ¢, on obtient :

1 1
S V00) + 9 ()D(0) + o) (6) =0
d’ou, en séparant les fonctions de r des fonctions de 6 :

&)+ 10(r) _ ()
Lo(r) ()

ol A est une constante et ce par le méme raisonnement que ci-dessus.

Dans le cas présent, la fonction v étant fonction de 'angle 6 doit étre périodique de
période 27. Il en résulte que la constante A est nécessairement positive et égale a n? et
donc que la fonction 1 est du type :

=A

(0) = acos(nb) + bsin(nd)

ou a et b sont des réels dépendant de n. L’équation différentielle ordinaire dont doit étre
solution la fonction ¢ s’écrit donc :

§(r) + (1) = n=50(0) = 0
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Il est facile de vérifier que cette équation admet comme solutions linéairement indépen-
dantes r"™ et r~". Comme on recherche une solution définie en 0, seule la fonction 7™
convient et les fonctions harmoniques s’écrivant comme produit d’une fonction de r par
une fonction de 8 sont donc de la forme :

(1.12) u(r,0) = r"(acos(nf) + bsin(nh)).

Nous voulons maintenant que la condition au bord u(1,0) = f(0) soit réalisée. Dévelop-
pons, la encore la fonction f en série de Fourier :

f(6) =ao+ i an, cos(nb) + by, sin(nb)

n=1
ou les coefficients de Fourier a,, et b, sont donnés par :

1 2T 1 27 1 27
f(t)dt = — f(t) cos(nt)dt et b, = — f(t)sin(nt)dt

ap =
o T Jo T Jo

Par identification avec la condition au bord, on obtient donc que la fonction
(1.13) u(r,0) = ag + Z (an cos(nB) + by, sin(nh))

est solution du probléme (1.11).

Par ailleurs, les coefficients de Fourier étant bornés (ils tendent méme vers 0 a l'infini
par le théoréme de Riemann-Lebesgue), il est facile de vérifier que la série définissant u
converge uniformément sur tout compact de D.

Utilisons maintenant 1’expression des coefficients de Fourier rappelée plus haut pour
obtenir une autre expression de la solution u. Par interversion de la série et de 'intégrale
(car la série converge uniformément sur tout cercle intérieur), on a :

u(r,0) = OW t)dt + - f Y on, ™(cos(nb) cos(nt) + sin(nd) sin(nt)))dt =
= 2i t)dt + = f oo ™ (cos(n(@ —t))))dt
Or il est facile de vérifier (se ramener a une série géométrique en passant en nombre

complexe) que
2

oo
rcos(T) —r
g " cos(nT)
T 1- 2r cos(7) + 2

et donc u peut s’écrire :

1 21 2 2

B recos(t —0) —r
u(r,6) = 21 Jo f(®)dt + 7 Jo ) 1—2rcos(t — ) + r?

2m _7.2
u(r, 0) = 1/ () L .

27 1 —2rcos(t — )+ r?
Cette formule est connue sous le nom de formule de Poisson, ¢’est donc une représentation

intégrale de la solution du probléme de Poisson (1.11) a I'intérieur du disque en fonction
de la donnée au bord.

dt

soit

13
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1.3.3 Une équation de Laplace sur un cylindre

Considérons dans ce paragraphe un cylindre Q de R? de base circulaire de rayon 1 et de
hauteur h. Donnons nous une fonction f(r,6) définie sur le disque unité et cherchons a
résoudre I’équation aux dérivées partielles :

Au = 0 dans
(1.14) u = f surla base inférieure
u = 0 surles autres cotés

Le laplacien en coordonnées cylindriques s’écrivant

82u+ 18u+ 1 82u+ 0%u

or2  ror  r2002 022

recherchons 14 encore des solutions sous forme séparée u(r,6,z) = ¢(r,0)p(z). En rem-
placant dans I’expression ci-dessus on obtient :

(a2¢ N 109 1 0%
or2  ror 1?2002
ce qui implique par un raisonnement auquel vous étes maintenant habitués :

A¢ _ p'z) _

Au =

)p(2) + o(r,0)p"(2) =0

¢ p(z)
Comme, par ailleurs v doit s’annuler sur les bords verticaux du cylindre, on voit donc
qu’on est naturellement conduit & étudier et résoudre le probléme :

{A(;S = A¢ dans D

(1.15)
¢ = 0 surdD

Ce probléme s’appelle un probléme de valeurs propres posé sur le disque unité D (par
analogie avec la situation en dimension finie). Il est clair que la fonction nulle est trivia-
lement solution de (1.15) et il s’agit donc de rechercher des valeurs de A pour lesquelles
ce probleme (1.15) admet d’autres solutions. Nous montrerons plus tard qu’il existe en
général (c’est-a-dire pour un domaine €2 quelconque) une suite de valeurs \,, tendant vers
—o0 qui répondent a la question. Contentons nous ici de vérifier que si une telle valeur
A existe, elle est nécessairement négative. Pour cela, multiplions 1’équation (1.15) par ¢
et intégrons sur D. Par la formule de Green (voir la premiére section), on a :

2 = x x)dr = 8—gba— z)|%dx
3 [ i = [ oo~ [ o520~ [ Vo)

et, puisque ¢ s’annule sur le bord de D :

_Jp Vo)
Jp ®?(z)dx

ce qui prouve le résultat annoncé.
Posant alors A = —w?, on constate que nécessairement, la fonction p(z) est de la forme

p(z) = acosh(wz) + bsinh(wz)



1.3. RESOLUTION EXPLICITE PAR LA SEPARATION DES VARIABLES

Maintenant le fait que u s’annule sur le bord supérieur du cylindre entraine que
p(1) = acosh(w) + bsinh(w) =0

ce qui fournit une relation entre a,b et w.

Intéressons nous maintenant a la fonction ¢. Cherchons a résoudre le probléme aux
valeurs propres (1.15), de nouveau par une méthode de variables séparables. Posons &
cet effet ¢(r,0) = v(r)w(0) et remplacons dans 1’équation. On obtient :

1 1
" (r)w(0) + ;v/(r)w(G) + T—zv(r)w”(ﬂ) = —w?u(r)w()
ce qui donne, en séparant les fonctions de r et de 6, ’existence d’une nouvelle constante
u telle que :
V" (r) + 10/ (r) + w?o(r) _ow'()
Lo(r) w(6)

Pour les mémes raisons que précedemment, il en résulte que p est le carré d’un entier
p=n? et que la fonction w est de la forme :

w() = acos(nb) + bsin(nd).

Il reste & déterminer v. L’équation différentielle satisfaite par v est donc :

v (r) + %v’(r) + (w? — T—z)v(r) =0
qu’on peut ramener, par un simple changement de variable :v(r) = g(wr) (et on posera
x = wr) & la classique équation différentielle dite de Bessel :
2
§'(@)+ g/ (x) + (1~ )gla) = 0
T x
dont les solutions sont les fonctions de Bessel J,, (je renvoie au livre de Laurent Schwartz
"Méthodes Mathématiques pour les Sciences Physiques" pour plus de renseignements
sur les fonctions de Bessel qui sont une famille de fonctions spéciales trés utilisées en
physique). Ainsi v est donc de la forme v(r) = Jp(wr). Exprimons maintenant le fait que
u doit s’annuler sur les bords latéraux du cylindre. Cela n’est clairement possible que
si v(1) = Jy(w) = 0. On en déduit donc que w doit étre une racine de la fonction de
Bessel J,,. Je ne continue pas plus loin la résolution de 'équation (1.15). Il faudrait pour
pouvoir conclure développer la fonction f en série de fonctions de Bessel et fonctions
trigonométriques, ce qui est possible mais nous emmeénerait par trop en dehors du cadre
de ce cours. Mon objectif en donnant ce dernier exemple était de montrer, d’une part
qu’une méthode de séparation des variables pouvait rapidement conduire & un probléme
de valeurs propres, d’autre part qu’on pouvait aussi rencontrer assez naturellement des
fonctions dites spéciales.

Exercice 1.7 : Résoudre sur le carré unité K de R? 'équation :
—Au = 1 dans K
u = 0 sur 0K

15
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(on pourra se ramener au cas étudié ci-dessus par soustraction).

Exercice 1.8 : Résoudre sur le disque unité D de R? 1’équation :
—Au = 1 dans D
g—z = f sur 9D

ou f est une fonction donnée.



Chapitre 2

Espaces de Sobolev

2.1 Introduction

On a vu, au premier semestre de la premiére année, les distributions. L’une des principales
applications de cette théorie est de donner un cadre fonctionnel puissant et rigoureux
pour étudier les équations aux dérivées partielles. Nous allons reprendre et compléter ici
le chapitre 5 du poly de Distributions consacré aux espaces de Sobolev.

2.2 Définitions et premiéres propriétés des espaces de So-
bolev

2.2.1 Définition des espaces de Sobolev

Soit Q un ouvert de RY. On définit I’espace de Sobolev H'(£2) comme étant I'espace des
fonctions de L?(2) dont toutes les dérivées premiéres (au sens des distributions) sont

dans L?(9) :

ou
Gxi

HY Q) = {u e L*(Q)/ € L*(Q) pouri=1,...,N}.

On le munit de la norme :

N
g i= ([ Ju@P dz + 3 [ |7 @) o)
i=1 ¢

Il faut donc bien comprendre que dire qu’une suite u,, converge vers u dans H'(£2) signifie
que u, converge vers u dans L?(€2) et que, pour tout i = 1,..., N, %%? converge vers (‘%‘Z_
dans L?(0).

Remarquons que la norme ci-dessus dérive d’un produit scalaire qu’on notera (u, U)HI(Q)
et qui est donné par :

On a alors :

17
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Proposition 2.0.1 L’espace H'(Q) muni de ||.| est un espace de Hilbert.

Il arrive, en particulier dans les problémes non linéaires, qu’au lieu de travailler avec L2(Q)
il soit plus pratique de travailler avec I’espace LP(2). L’espace de Sobolev correspondant
se note alors WP(Q) et on montre que c’est un espace de Banach. Nous ne nous en
servirons pas dans le cadre de ce cours.

Preuve de la proposition 2.0.1 : Il reste donc a prouver que H'(2) muni de sa norme
est complet. Soit u, une suite de Cauchy dans H'(f2). Cela signifie que & la fois u, est
de Cauchy dans L?(2) et que, pour tout i = 1,..., N, %Z-L est de Cauchy dans L?(12).
Or L?(f) est lui-méme complet. Donc la suite u, converge vers une fonction u de L?(£2)

et chacune des suites % converge également vers un élément qu’on notera v; de L2().

Or u, — u dans L?(2) entraine que u, — u au sens des distributions. Mais la dérivation
étant continue dans D'(Q2), on en déduit que 887“ = v; au sens des distributions, donc en
K3

tant que fonctions car elles sont toutes deux dans L?(2). On a donc bien montré que u,
converge vers u dans H(().

On définit maintenant, de maniére plus générale les espaces de Sobolev H™(2) ot m est
un entier, comme étant 'espace des fonctions de L?(2) dont toutes les dérivées jusqu’a
I'ordre m sont dans L?(€2) :

H™(Q) = {u € L*(Q)/ D% € L*(R) pour tout a multi — indice d'ordre < m}.

On rappelle que si @ = (a1, @9, ..., ay) est un multi-indice (dont chaque composante est
un entier), on appelle ordre de a le nombre |a| = Zfil a;, tandis que D%u désigne la
dérivée partielle

olely

= aq o %) ay °
0x{"0x5” ... 0z

D%y

On le munit de la norme :

1/2

lulgm = S /Q D% ()2 da

aflaj<m

On démontre exactement comme dans le cas m = 1 la proposition :
Proposition 2.0.2 L’espace H™ () muni de ||.|| est un espace de Hilbert.

Exemple : la fonction u(z) = x +|z| est dans H'(] — 1, 1) car sa dérivée est la fonction
qui vaut 0 sur | —1,0[ et 1 sur ]0, 1[. En revanche, elle n’est pas dans H?(] — 1, 1[) car sa
dérivée seconde est égale a dp (la mesure de Dirac a ’origine) qui n’est pas une fonction
de L?(] — 1,1]).

Dans le cas ot  est égal a RV il est possible de définir I’espace de Sobolev en utilisant
la transformée de Fourier. Cette alternative s’avérera utile dans plusieurs situations (en
particulier dans certaines démonstrations), c’est pourquoi je le précise ici :

si u est une fonction de L?(R™V), on notera @ sa transformée de Fourier et on a alors

H™RN) = {u € L*(RY) telle que (1 + |¢[>)™?0(¢) € L*(RM)}
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et de plus la norme |[ul| gm gy est équivalente & la norme définie par :

= ([ s epraora)

Remarquons que la définition précédente, contrairement au cas d’un ouvert {2 quelconque,
ne fait pas intervenir le fait que m est un entier. Et en effet on définit les espaces de
Sobolev H*(RY) par la formule précédente pour tout s réel.

Exercice 2.1 : Montrer I'équivalence entre les deux définitions données de H™(RY),
ainsi que l’équivalence des normes.

Exercice 2.2 : 1) Soit ]a,b[ un intervalle de R et ¢ une fonction de classe C! sur [a, b].
Montrer qu’il existe une constante C' ne dépendant que de a et b telle que :

vt €la, bl lpt)] < C(lellr2 + 1€112)

En déduire que H'(Ja,b[) < L*>(]a,b[) et que l'injection est continue (on admettra la
densité de C1(R) dans H'(]a, b[)).

Choisir un exemple de fonction du type u(r,0) = (logr)®, pour prouver que l'injection
de H'(B) dans L*(B) (ou B est la boule de centre O et de rayon 1/2) est fausse en
dimension deux.

2) Soit B un borné de H'(]a,b[), montrer qu'’il existe une constante Cz ne dépendant
que de B, telle que :

Vo € B Vt,t' €la,b], [o(t) — o(t')| < Cult — "/

En déduire que 'injection de H'(]a,b[) dans L>(]a,b[) est compacte.

Exercice 2.3 : Montrer que :
uwe H*RY) <= ue L*RY) et Auc L2(RY)

et que lapplication u — —Au + au (o « est un réel positif) est un isomorphisme
continu de H?(R™) sur L2(RY) (utiliser la transformée de Fourier).

2.2.2 Le sous-espace H}'(2) :

On sait que pour un ouvert  quelconque, l'espace D(2) des fonctions indéfiniment
différentiables a support compact dans € est dense dans L?(€2).I1 n’en est rien, en général
pour les espaces H™(Q) (sauf essentiellement pour le cas = R voir plus loin). Pour
s’en convaincre, considérons le cas d’un intervalle borné ]a,b[ de R et choisissons la
fonction exponentielle f(x) = exp(z) qui est bien évidemment dans 1’espace de Sobolev
H(Ja,b]). Pour toute fonction ¢ € D(]a,b[), on a :

(fs ) H1Qap) = f [l da:+f f(z)p(x)dr =

< flo¢ >pwp+ < fip >mo— — < f", ¢ >pixp + < f o >prxp=10

19
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car, exp(z)” = exp(z) ! Il en résulte donc que la fonction f est orthogonale au sous-espace
D(]a, b]) ce qui prouve que ce sous-espace ne peut pas étre dense.

Définition 2.1 On note HJ*(Q2) ladhérence (pour la norme ||.|gm) de D(Q2) dans
H™(Q).

H{'(Q) est donc évidemment un sous-espace fermé de H™(2). Dans le cas m = 1, par
exemple, les fonctions de Hg () sont intuitivement les fonctions de H!(€2) qui s’annulent
sur le bord de §2. Nous allons préciser cela dans un instant, mais avant examinons le cas
de © = RY qui est un peu particulier :

Proposition 2.0.3 On a HP*(RY) = H™(RY) (c’est-a-dire que D(RY) est dense dans
H™RN)).

Démonstration On va le faire dans le cas H*(R") car ca ne coiite pas plus cher :

On utilise la transformée de Fourier. Rappelons que D(]RN ) est dense dans l’espace des
fonctions a décroissance rapide S(RY) et que S(RY) est évidemment inclus dans H*(RY)
avec injection continue. Soit v € H*(R™) et @ sa transformée de Fourier. On sait, par
définition de H*(RN), que (1 + |€]?)¥/%U(¢) € L*(RY). Comme D(RY) est dense dans
L?(RY), il existe une suite (,,) de fonctions de D(RYV) qui convergent dans L?(R") vers
(1 + |€]?)%/%u(€). Définissons la suite g,, de fonctions dans S(RY) par leurs transformées
de Fourier :

(&) = (1+ €)™ 20n(9)

En effet, les fonctions (1 + [£[2)7%/%p,(€) sont dans D(RY) donc dans S(RY) et on
sait que la transformée de Fourier est une bijection continue de S(RY) dans lui-méme,
donc les fonctions g, sont bien dans S(R™). Maintenant, par construction (1+ |£]?)%/24,,
converge vers (1 + |£[2)%/20 dans L2(RY), c’est-a-dire que g, tend vers u dans H*(RY).
La proposition résulte alors de la remarque préliminaire sur la densité de D(RY) dans

S(RM).

Pour en revenir & la caractérisation des fonctions de H{()) comme étant celles qui
s’annulent sur le bord, considérons tout d’abord le cas, plus simple, ou la fonction est
nulle sur tout un voisinage du bord :

Proposition 2.0.4 Soit u € H' () avec le support de u compact dans Q. Alors u €
Hy(9Q).

En effet, si on utilise une suite régularisante p., le produit de convolution p. * u est
indéfiniment dérivable et, pour € assez petit, a son support dans 2. Il est facile de se
convaincre alors que la suite p. * u (qui est donc dans D(f2)) converge dans H'(Q) vers
u.

Examinons maintenant le cas, plus fréquent, d’'une fonction continue appartenant &

Hg(9) -
Proposition 2.0.5 Soit Q un ouvert borné de classe C1 et soit u € HY(Q)NC(Q). Alors

u€ H(Q) < u=0sur 90
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La démonstration est un peu longue et technique, nous ’omettons ici.

Signalons maintenant, toujours sans démonstration (se reporter au livre de Brézis d’Ana-
lyse Fonctionnelle), une autre caractérisation de H}(€2).

Proposition 2.0.6 Soit Q un ouvert de RY. Pour toute fonction u définie sur Q on
désigne par u le prolongement de u par 0 en dehors de §2 :

u(z) si xeQ
u(z) = { _
0 si x¢Q

Alors, siu € HX(Q), la fonction @ € H(RYN).
Réciproquement, si l'on suppose de plus Q0 de classe C' alors

i€ H'(RY) = u € H}(Q)

Nous donnerons plus loin au paragraphe 2.4, une derniére caractérisation de H&(Q) en
terme de trace (les fonctions de H}(€2) seront les fonctions de H(£2) dont la trace est
nulle sur le bord de §2) mais on comprend bien que toutes ces caractérisations veulent
dire & peu preés la méme chose.

2.2.2.1 Les inégalités de Poincaré

Donnons & présent une inégalité, valable pour toutes les fonctions de H{ () qui s’avérera
fort utile dans la suite, en particulier dans la résolution de certaines e.d.p.

Proposition 2.0.7 (L’inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné dans une di-
rection (cf ci-dessous). Alors il existe une constante C' ne dépendant que de 2 telle que

Vue Hy(Q)  lullzz < O Vullge.

Dire que €2 est borné dans une direction signifie qu’il est inclus dans une bande de 'espace
RY | ¢’est-a-dire qu'’il existe un vecteur unitaire & et un réel A tels que

Qc{zeRY/-A<ze< A}

Démonstration de la proposition : Dans la démonstration qui suit, on peut supposer,
quitte & changer de repére, que cette bande est "horizontale", c’est-a-dire que €2 est borné
dans la direction de xpn :

QCQ x[-A,A] ou @ est un ouvert de RV 1.

On fait un raisonnement par densité en prenant tout d’abord u € D(2). Comme u est
nul sur le bord de la bande, on a

N Ou
u(a:l,...,:nN)z 87(.1‘1,...,3}]\7_1,15) dt
—-A OTN

et donc, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

2 N Ou o, o N o
A Ozn —A
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<2A/ t)|?dt

Intégrons cette derniére relation sur ' :

|u( )|? da’ <2A/ %( o', t)|?dtdx’

\u(x)\Q dx < ! /\u(x)\de’dmN
—-A JQ

<442 / O ) Rty < 442 / V(o) d
A »Ory Q

Pinégalité annoncée est donc vérifiée par toute fonction u de D(£2) et donc, comme une
fonction de H}(Q) est limite d’une suite de fonctions de D(£2), on en déduit le résultat
pour toute fonction de Hg () par passage a la limite.

Corollaire 2.0.1 L’expression

est une norme sur HY(Q) équivalente a la norme induite par celle de H' ()

Sur H'(Q) l'inégalité de Poincaré est fausse (trouver un contre-exemple!), il faut la
remplacer par une inégalité plus générale, appelée inégalité de Poincaré-Wirtinger qui
nécessite des hypothéses un peu plus fortes sur I'ouvert €2 et qui fait intervenir la moyenne
de la fonction :

Proposition 2.0.8 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soit Q2 un ouvert connexe bor-
né et lipschitzien. Alors il existe une constante C qui ne dépend que de 2 telle que

1
Vue H' (Q) |u—al <C|Vullpz ond=— [ u(z)dx
Q

La démonstration de cette proposition sera faite en exercice un peu plus tard.

Exercice 2.4 : Soit Q un ouvert de RY. Caractériser les éléments de l’orthogonal de
HZ(Q) dans H(Q) comme les solutions d'une équation aux dérivées partielles posée sur
Q. En déduire que cet orthogonal est de dimension finie pour N = 1 et de dimension
infinie pour N > 2 et {2 borné.

Exercice 2.5 : On demande si 'inégalité de Poincaré est vraie dans chacun des espaces
de Hilbert suivants :

a) Vi = Hy(]0, +-00])

b) Va = {u € H'(]0,1[); u(1/2) = 0}



2.3. INJECTIONS CONTINUES ET COMPACTES

2.3 Injections continues et compactes

2.3.1 Injections continues

On a vu dans Iexercice 2.2, qu’en dimension un, 'espace de Sobolev H'(I) s’injectait de
facon continue dans L°°(I). Ce résultat est trés particulier a la dimension 1, comme le
montre ’exemple de la fonction u(r, 8) = logr donné dans le méme exercice. Néanmoins
I'idée générale que nous allons développer dans ce paragraphe est que, en dimension N,
on a effectivement une inclusion H™ () C L*(£2) pourvu qu’on prenne m assez grand.
Commencons par le cas = RV,

Nous noterons, pour k entier

Bi(RY) := {u e C*(R"); |xl‘igloo |D%(z)| =0 Ya,|a <k}

Proposition 2.0.9 Soient s € R et k € N vérifiant s > % + k. On a alors :
HYRY) c BL(RY)
avec injection continue.
Remarque : L’exemple rappelé ci-dessus, en dimension 2, montre que la condition s >

% + k ne peut pas étre améliorée (k= 0,s = 1).

Ce théoréme signifie donc, en particulier, que dés que s > %, les fonctions de H*(RY)
sont continues (ou plus exactement ont, dans leur classe, un représentant continu).

Démonstration :
On prouve d’abord le résultat pour k& = 0. Soit u € H*(RY), alors si @ désigne, comme
d’habitude, la transformée de Fourier de u on a :

m — 2\s/2 2\—s/2 i u df 1/2
@) [ e = [ 0+ 1R+ e e < || e

Comme 2s > N cette derniére intégrale est convergente et donc @ € L'(RY). Or dans
S'(RY),

u = FYu) et donc, d’aprés les résultats classiques sur les transformées de Fourier
u € BQ(RN).

De plus, puisque 4 € L'(RY), u(z) est donnée par :

u(x) = g et®
(@) = Gy [, O de

et donc u vérifie I'inégalité
def 1 ~ C
fulls, ™ sup futa)| < sy [ (€)1 de < lul,

zERN

en utilisant (2.1) avec

_ N
o=, 7

23
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ce qui entraine que l'injection H® — By(RY) pour s > N/2 est continue.
Le cas général s’en déduit aisément en utilisant le fait que

ue H*(RY) < D% e H*1*(RY) c HF(RYN) V|a| < s.
On en déduit en particulier :
Corollaire 2.0.2 Les fonctions qui appartiennent o Uespace H*(RY) pour tout s € R
sont indéfiniment différentiables, c’est-a-dire :
() H®RY) c c>(RY)
seR

La proposition 2.0.9 signifie donc, en particulier, que pour que H*(R"™) s’injecte dans
I'espace des fonctions continues il faut que s soit assez grand. Quand s < N/2, H*(RY)
ne s’injecte plus dans C°(R™) mais néanmoins dans un espace L7 avec q plus grand que
2. C’est 'objet du théoréme suivant que nous admettrons.

Théoréme 2.1 (Sobolev) Soient m un entier alors on a

: . N m (N 2 Ny o~ ox 2V
(1) st m < <, alors H™(R™) C L* (R") ou 2 =~ —om
. . N m o N N

(17) siom = -, alors H™(R™Y) C LYR™) Vg € [2,00]

. N m (N oo (mN

(731) sio m> -, alors H™(R™) c L*(R™)

avec dans chacun des cas une injection continue.

Tous les résultats précédents énoncés dans le cas de RY, s’étendent pour un ouvert
plus général pourvu qu’on suppose un minimum de régularité :

Corollaire 2.1.1 Soit Q un ouvert lipschitzien de RN avec 0Q borné, m un entier > 1.
Alors on a

_ _ N " v o 2N
(1) sio m < <, alors H™(Q2) C L* (2) ou 2" = N o
(17) siom =<, alors H™(Q) C LY(Q) Vg € [2,00]

: N m 0o
(431) st m> <, alors H™(2) C L>()

avec dans chacun des cas une injection continue.

Exercice 2.6 : Montrer que si u € H'(R), alors limy| 00 u(x) = 0.

Exercice 2.7 : On note Bp la boule de centre 0 et de rayon R et on note r la distance
a lorigine.

1) On suppose ici que 2 < N et ¢ > ]\2,—]}2 et on considére la fonction u(z) = r*. Choisir
A pour que u soit dans H'(Bpg) mais pas dans L4(Bg).

2) On se place maintenant dans le cas limite NV = 2 et on considére la fonction u(z) =
log(log4R/r). Vérifier que u € H'(Bg) alors que, évidemment u ¢ L.
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2.3.2 Injections compactes

Il est trés important, en analyse, de disposer de résultats de compacité pour prouver
des théorémes d’existence par exemple. Un cas particulier important de tels résultats
de compacité est quand on sait qu’une application linéaire d’un espace dans un autre
est compacte, c’est-a-dire que 'image de tout borné est relativement compacte (pour
la topologie de I'espace d’arrivée). En particulier, de toute suite bornée dans 1’espace
de départ on pourra extraire une sous-suite convergente-via ’application compacte-dans
I’espace d’arrivée. Ainsi, pour obtenir un théoréme d’existence d’une solution pour un
probléme donné (par exemple un probléme de minimisation ou une certaine e.d.p.) quand
on disposera d’une telle application compacte T', mettons d’un espace E dans un espace F/,
il suffira bien souvent de prouver qu’une certaine suite (par exemple une suite minimisante
dans un probléme de minimisation) est bornée dans l'espace E, c’est ce qu’on appelle la
technique des estimations a-priori.

Or la plupart des injections que nous avons vues dans le paragraphe précédent, & condition
de se placer sur un ouvert borné et assez régulier sont effectivement des applications
compactes (sauf un certain nombre de cas "limites" qui seront précisés). C’est ainsi que,
comme nous l’avons vu dans l'exercice 2 de ce chapitre, en dimension 1, I’injection de
H!(I) dans L>(I) (ou I est un intervalle borné de R) est compacte. Pour illustrer ce qui
précede, je vais utiliser ce simple résultat pour montrer 1’existence d’une solution dans
un probléme simple de minimum en dimension 1 :

considérons l'intervalle I = [0, 1] et le sous-ensemble de H'(I) défini par :
V = {v e H'(I) telle que v(0) = 0,v(=) = 1,v(1) = 0}.

Notons que, puisque en dimension 1, les fonctions de H' sont continues, la définition
ci-dessus a bien un sens et, de plus, a cause des conditions v(0) = 0 et v(1) =0, V est
en fait un sous-espace de H}(I).

Nous allons chercher & minimiser la fonctionnelle suivante sur 'espace V :

1
J(z) ;_/0 2(0)dt +2%(3) — ().

Vérifions tout d’abord que J est minorée sur V. Puisque v(1) = 0, on a, pour toute
fonction = dans V :

1
$(Z) - x(%) C (1) = — /3/4 () dt

et donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

3 1 1 9 1 1 9
) g/ 12dt/ 2 (t) dt < / 2’ (t) dt
4 3/4 3/4 4 Jo

d’ott 'on déduit immédiatement

1
(2.2) vz eV, J(z) > / 2% (t) dt > 0.
0

W
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Remarquons que si 'on recherchait le minimum de J non pas sur V mais sur Hg (1)
tout entier, I'inégalité précédente serait évidemment toujours valable et elle montrerait
clairement que le minimum de J sur Hg (1) est atteint pour la fonction nulle.
La fonctionnelle J étant minorée, on peut donc poser

m := inf J(x)

zeV

et le probléme est donc de montrer que cet inf est atteint, ce que nous allons faire par la
méthode usuelle du calcul des variations consistant a travailler avec une suite minimisante
(i.e. une suite z,, de fonctions de V telle que J(z,) — m qui existe toujours par définition
d’un inf), & extraire de cette suite une sous-suite qui converge (ou ’on voit réapparaitre
la compacité) vers un élément qui sera le minimum cherché.
Soit, donc, x,, une telle suite minimisante, & partir d'un certain rang on a J(x,) < m+1
et donc, grace a l'inégalité (2.2)

1
4

/ 22ty dt < = (m+1)
0 3

ce qui implique, en utilisant l'inégalité de Poincaré, que la suite x, est bornée dans
H(I). Maintenant on utilise tout d’abord la réflexivité de l’espace de Hilbert H(I)
pour extraire de la suite x, une sous-suite faiblement convergente, dans H'(I) vers
un élément qu’on notera x. De plus, par compacité de I'injection de H'(I) dans L>°(I),
on peut extraire une sous-suite de la suite z,, qui converge uniformément vers quelque
chose, mais ce quelque chose ne peut étre que x car il est clair que la convergence uniforme
entraine, par exemple, la convergence forte donc faible dans L?(I). Comme z,, converge
uniformément vers x (et donc simplement) et que chaque x,, est dans V', il en résulte que
x est, lui aussi, dans V. De plus, on a, a la fois

1 1
(2.3) xn(i)—)x(i), xn(Z)—)x(Z) et /0 mi(t)dt%/o 22(1) di.

Enfin, on sait que la convergence faible diminue la norme, c¢’est-a-dire que
2 o 2
[ < liminf {2, |7

ce qui entraine, compte tenu de (2.3)

1 1
(2.4) / 2 (t) dt < liminf / ! 2(t) dt.
0 0
Maintenant, en rassemblant (2.3) et (2.4) on obtient
J(z) < liminf J(z,) =m

ce qui prouve que z, qui est un élément de V, réalise le minimum de J sur V (remarquez
qu’on ne sait pas si ce minimum est unique).

Exercice 2.8 : Calculer le (ou un) minimum de J sur V.
(Indication : écrire les équations d’Euler du probléme, c’est-a-~dire les conditions néces-
saires d’optimalité, qu’on peut obtenir soit en dérivant, soit en écrivant que J(z + Ay) >
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J(x) pour tout A et y tels que x + Ay € V. On montrera, en particulier que le minimum
est affine par morceaux).

Enoncons maintenant le théoréme général de compacité, tout d’abord dans le cas de Hjj".

Théoréme 2.2 (Rellich) Soit Q un ouvert borné de R™, m un entier supérieur ou égal

. .1 2N
a 0. On note 2* le réel 3

(i) L’injection de Hy" " (Q) dans HJ*(Q) est compacte.

(i) Si N > 3, alors pour tout q tel que 1 < q < 2*, Uinjection de H}(Q) dans LI(S) est
compacte.

(iii) Si N = 2, alors pour tout g < oo , l'injection de H}(Q)) dans LI(SY) est compacte.

(iv) Si N =1, alors Uinjection de H(Q) dans L>(2) est compacte.

Remarques :

— Si 2 n’est pas borné, les injections présentées ci-dessus ne sont plus compactes, vous
en verrez deux exemples dans les exercices.

— Nous pouvons énoncer un théoréme analogue dans le cas de H™(£2) avec Q2 lipschit-
zien. Remplacez simplement dans I’énonceé ci-dessus Hj"(2) par H™ ().

Nous allons maintenant donner une premiére application de ces résultats de compacité
qui va nous ramener & une notion qu’on avait déja entrevue au chapitre 1.

Nous allons rechercher quelle peut étre la meilleure constante dans l'inégalité de Poincaré
démontrée dans le paragraphe précédent. On sait donc d’aprés la proposition 2.0.7 que
si ) est un ouvert borné, il existe une constante C telle que :

(2.5) Vu € H} (Q) /

u?(z) dr < C/ |Vu|*(x) dz
Q Q

et la question qu’on se pose ici est de déterminer, si possible, la meilleure constante C'
pour laquelle (2.5) a lieu. Il est clair que la meilleure constante C, notons la C* est
caractérisée par :

1

21— inf{ fQ |Vul?(z) do

Jo u?(x) dx

ou, ce qui revient au méme pour des raisons d’homogénéité :

, u € Hy(Q), u#0}

(2.6) Ci _ inf{/Q Vul(z) d, /Qu%;) de =1, ue HY(Q)).

Nous allons tout d’abord montrer, par un raisonnement analogue & celui fait au début
de ce paragraphe, que l'inf ci-dessus est atteint, puis nous chercherons & le caractériser.

Notons A1 (pour des raisons qui apparaitront plus tard) I'inf ci-dessus, et considérons une
suite minimisante uy, c’est-a-dire une suite de fonctions de Hg (), de norme L? égale a
1 et telle que [, [Vuy|*(z) dz — Aq. 11 résulte de ce dernier point (et de l'inégalité de
Poincaré) que la suite u,, est bornée dans H& (€2). On peut donc en extraire, par réflexivité
de H}(£2), une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction u de H}(2). De
plus, par compacité de l'injection de de H{(€2) dans L?(f2), on peut également extraire
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de la suite u, une sous-suite qui converge fortement dans L?(2) vers un élément qui ne
peut étre que u (car chacune des convergences considérées entraine la convergence au sens
des distributions). On peut, bien évidemment, supposer que c¢’est la méme sous-suite qui
converge faiblement dans H3(€2) et fortement dans L?(2) vers u et on notera toujours
u, cette sous-suite. Alors puisque chaque u, est sur la sphére unité de L2(Q), il en est
de méme de u ([, u2(z)dz — [,u*(z)dz) et comme on sait que

Jeall gy < Timinf |

cecl entraine

/|Vu]2(a:) d:cgliminf/ |V, |?(z) da
Q Q

et il en résulte donc que u réalise le minimum dans (2.6).
Cherchons maintenant & caractériser u, ce qui donnera également la valeur de A;. Pour
toute fonction ¢ € D() et tout ¢ réel, la fonction u+tp € H(Q) et donc, par définition
de )\1 :
o JolVuP@)de _ J, |Vt to)P @) da

e Jout(z)de — [ (u+tp)?(x)dx

que ’on va réecrire

(2.7) Yo € D(Q),Vt € R, (/

(u+tgo)2(:v)d$))\1§/ |V(u+tg0)\2(:v)d:c.
Q Q

Développons (2.7), on obtient, compte-tenu de ([, u*(z) dz)A\ = [, |Vul*(z) dx :

(2.8) )\1(275/91“0(3;) da:—{—tQ/ngQ(x) dx) < 2t/QVu.ch(x) dx+t2/Q]Vg0(:U)|2dx.

Simplifions (2.8) par t positif, puis négatif puis dans chaque cas faisons tendre ¢ vers 0,
il vient :

Ve € D(Q), A1</

ngp(m) d:n):/QVu.Vgo(x) dx

ce qui peut s’écrire, au sens des distributions

ou Oy
s 5 >pxp=< —Au, >piyp .
82% 81'1’

N
A < U, @ >Spixp= Z <
=1

On a donc prouvé que u vérifiait, au sens des distributions, la relation
—Au = A\ju dans Q)
u € HLH Q)

ce qui montre que u est une fonction propre du laplacien (avec condition au bord de
Dirichlet) associée a la valeur propre A1 (voir chapitre 1). De plus, A; est nécessairement
la plus petite valeur propre du laplacien, puisque si A est une valeur propre quelconque
et v une fonction propre associée, on a

—Av = \v dans Q
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et donc, en multipliant les deux membres de I’équation par v et en intégrant sur €2, on

obtient
—/ A’L)Udl':)\/v2($)dl'
Q Q

ce qui conduit, en utilisant la formule de Green et le fait que v s’annule sur le bord de €2

' /Q|Vv(:1:)|2d:c:)\/ﬂv2(:v) do

d’ou, par définition de A; comme un inf :

Jo |Vo(@)|? dz
AL S Qfﬂvz(az)daz

ce qui prouve bien que \; est nécessairement la plus petite valeur propre du laplacien. En
conclusion, la meilleure constante dans I'inégalité de Poincaré pour un ouvert borné est
I’inverse de la plus petite valeur propre du laplacien avec condition au bord
de Dirichlet.

=A

Exercice 2.9 : On veut démontrer dans cet exercice 'inégalité de Poincaré-Wirtinger
(voir Proposition 2.0.8).
1) Vérifier qu’il suffit de prouver I'inégalité suivante

(2.9) /QUQ(x) de < C /Q |Vul*(z)de Yu € H(Q) tel que /Qu(x) dx = 0.

2) On veut prouver (2.9) par ’absurde. Montrer que si (2.9) n’est pas vrai, il existe une
suite de fonctions u, de H'(12), telles que [, un(x)dz =0 et

1
/ui(m) dr =1 et / |V, |*(z) de < —.
Q Q n

En déduire qu’on peut extraire de la suite u, une sous-suite qui converge faiblement
dans H'() et fortement dans L?(Q2) vers une fonction u. En déduire qu’on aboutit a
une contradiction.

3) Déterminer la meilleure constante dans l'inégalité (2.9). On prouvera, comme pour
I'inégalité de Poincaré, que I'inf est atteint et on caractérisera celui-ci & I'aide d’un pro-
bléme aux valeurs propres faisant intervenir le laplacien. Calculer la meilleure constante
dans le cas N =1 et 2 =]a, b].

Exercice 2.10 : 1) Soit (u,) une suite d’éléments de H'(RY) et u € H*(RY).
Montrer que (u,) converge faiblement vers u dans H'(RY) si et seulement si (uy)
converge vers u dans D' (RY) et ||u,| g1 est bornée.

2) Soit u € H'(RY) avec support de u compact. On pose u,(z) = u(z + n); montrer
que la suite u,, ainsi définie converge faiblement vers 0 dans H'(RY), mais que u, ne
converge pas (fortement) vers 0 dans L?(R™). En déduire que l'injection de H'(R™) dans
L?*(RY) n’est pas compacte (c’est ce qu’on appelle la perte de compacité a l'infini).
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2.4 Trace d’une fonction

2.4.1 Introduction

Quand on travaille avec une fonction f dun espace L?(2) ol © est un ouvert (régulier
par exemple) de R, on ne peut pas parler de "restriction" de f sur le bord de Q ou
sur toute autre variété K de dimension N — 1 incluse dans 2. En effet, les fonctions de
L?(2) étant définies a des ensembles de mesure nulle prés, deux éléments de la méme
classe peuvent différer sur 02 ou sur K qui sont des ensembles de mesure de Lebesgue
nulle (au moins quand louvert 2 est assez régulier). Ainsi, par exemple en dimension 1,
si f représente la classe de la fonction définie par

1 si 0<z<3
-

.1
0 si 5 <z

IN
—_

il n’est pas possible de donner un sens a f (%) puisque deux représentants distincts de la
classe f pourront prendre des valeurs distinctes en 1/2.

Exercice 2.11 : Vérifier que f(x) = sin(%ﬁ) est une fonction de L?(]0, 1[), mais qu’on
ne peut pas donner de sens a la valeur de f sur le bord de 0, 1[. Montrer également que

f ¢ H(0,1]).

Si on en reste & la dimension 1, on se rend compte que s’il n’est pas possible de donner un
sens a f(zo) pour une fonction f € L2(I) (ot zg est un point de ), il devient en revanche
possible de le faire quand f est une fonction de I’espace de Sobolev H'(I) en raison de
linjection H(I) — C°(I) (voir le corollaire 4 et la remarque qui le suit). C’est aussi
ce que suggérait l'exercice ci-dessus. Ce phénomeéne est général : on va pouvoir définir
la restriction-ou plus précisément la trace d’une fonction d'un espace de Sobolev H'(Q)
sur le bord de € (ou plus généralement sur une variété réguliére incluse dans Q) et c’est
ce & quoi nous allons nous attacher dans la fin de ce chapitre.

2.4.2 Cas du demi-espace

Nous allons d’abord traiter le cas particulier, mais fondamental, de
Q=RY ={z=(2/,zn),2 e RV "L zy > 0}.

Une fois qu’on aura bien établi la théorie dans ce cas, on comprend qu’on pourra ’étendre
a des ouverts 2 plus généraux, mais suffisamment réguliers, en travaillant & ’aide de
cartes locales.

Si @ =RY le bord de Q est 9Q = {z = (2/,zn),2’ € RN 2y = 0} qu'on identifiera
a RV~!, Maintenant, si u est une fonction réguliére, mettons v € D(RY), alors il n’y
a, bien str aucune difficulté a définir la trace de u sur RYV~! (il suffit méme que u soit
continue pour pouvoir le faire). On notera m(u) cette restriction :

Vu € D(RY), 7o(u)(z') = u(2’,0).



2.4. TRACE D’'UNE FONCTION 31

On va vérifier que cette trace 7o(u) est un élément de espace de Sobolev HY/2(RN=1). Or
on sait que les restrictions a RY des fonctions de D(RY) sont denses dans H*(RY'), donc
pour pouvoir définir une trace pour n’importe quelle fonction u € H I(Rf ) il suffit que
Iapplication 7y définie ci-dessus (qui est linéaire) soit continue pour la norme H' (c’est
le principe habituel du prolongement par densité). Il faut donc prouver une inégalité du

type
HTO(U)HH1/2(RN*1) < CHUHHl(Rf)

pour toute fonction de D(R™). Pour cela nous allons utiliser la transformée de Fourier
partielle en 2’ donnée par :

F€ zn) = / fa on)e ™€ do

RN-1

Alors, en utilisant des relations de Parseval, on vérifie que, si v € D(RY), la norme
HuHH1(R§) est équivalente a la norme ||@l/; donnée par :

+00 +oo
a2 = / / (L1 P, on) 2 de'day + / dan /
0 RN—I 0 RN—I

tandis que la norme [|7o(u)|| g1/2(grv-1y est équivalente a la norme ||7o(u)||1/2 donnée par :

2
de'

2
dz nde'

9 .
%U(fﬂw)

@l = [ @+ IRl 0P &
RN-1
de sorte que tout revient & montrer une inégalité du type :
(2.10) Iro(@)I3 2 < Cllali.

Nous allons pour celd utiliser le lemme élémentaire suivant que vous avez peut-étre déja
démontreé sous une forme plus ou moins équivalente dans ’exercice 2.2 (et c’est pour cela
que je laisserai la démonstration de ce lemme en guise d’exercice)

Lemme 2.2.1 Soit v € H'(Ry), alors on sait que v admet un représentant continu et
on a

(O < 2010l 2m) 1V 2(54)-
On applique alors ce lemme & la fonction v (dépendant du paramétre &) définie par :
v(zy) = (€, zn) ot u € DRY).

On a donc :

+00 1/2 400
|a<f',o>\2sz(/o |a<f’,xN>\2da:N) (/ \%(s’,xm

oz N

2 1/2
d:L'N>
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2 1/2
de>
2

dmN

d’out 'on déduit

+o0o 1/2 +oo
(1+!£’!2)1/2!ﬂ(£’,0)\232((1+|€’\2) / m@’,xm\?dm) (/ 9 e )

8:6]\[

et, en utilisant I'inégalité ab < 1/2(a? + b?) :

Y,
8.’L’N u(é- ) .%'N)

+o0 +o0 B
(L4 [€12) 2 a0 < (1 +1¢'P) /0 (e on)P dox + /0 ]

d’ott on tire l'inégalité (2.10) recherchée, par intégration sur RV-1,

On a donc prouvé qu’on pouvait définir la trace d’une fonction de H 1(Rf ) sur RV=1 et
que cette trace était un élément de I’espace de Sobolev Hl/z(RN_l). L’application trace,
qu’on va continuer a noter 7p, est donc une application linéaire continue de H 1(Rf ) dans
HY2(RN=1). Le théoréme qui suit reprend ces résultats et les compléte en donnant le
noyau et 'image de l'opérateur 7.

Théoréme 2.3 (Trace) Il existe une application linéaire continue, qu’on appellera trace
et qu’on notera 79 de H'(RY) dans HY2(RN=1) et qui prolonge Uapplication restriction
usuelle pour les fonctions continues.

Cette application est surjective et son noyau n’est autre que

ker 7o = Hg (RY).

Le fait que le noyau de ’application trace est exactement H&(Rf ) n’a rien de surpre-
nant puisqu’on a justement interprété les fonctions de H& comme étant les fonctions qui
s’annulaient "en un certain sens" sur le bord (voir proposition 2.0.5).

Il nous reste maintenant a généraliser ces résultats pour un ouvert  quelconque (quoique
régulier).

Considérons donc un ouvert € lipschitzien. On imagine bien (et c’est la raison pour
laquelle je ne détaillerai pas plus) qu’en travaillant avec des cartes locales, on peut se
transporter sur un voisinage de 0 dans ]Rf et donc se ramener au cas précédent. On peut
donc énoncer le résultat général suivant :

Théoréme 2.4 Soit ) un ouvert lipschitzien, alors il existe un opérateur linéaire continu,
appelé opérateur trace et noté 7o de H'(Q) dans L?(09) qui coincide avec 'opérateur res-
triction usuel pour les fonctions continues. De plus, le noyau de 1y est exactement H& (Q).
Enfin, Uimage de 1o qui est un sous-espace strict de L*(0Q) sera notée H'/?(09).

Remarque :

On a choisi de définir ici H'/2(99) comme image de 'opérateur de trace (car il est clair
que la définition donnée dans le cas de RY par les transformées de Fourier ne peut pas
étre adaptée a une autre situation). Or il faut savoir qu’on peut définir les espaces de
Sobolev fractionnaires du type H'/? directement par interpolation entre L? et H' (voir
Lions-Magenes). Si on utilise cette approche-assez compliquée, il faut reconnaitre- le fait
que l'image de Popérateur trace 1 est H/2(9Q) devient alors un théoréme.



2.4. TRACE D’'UNE FONCTION

Une conséquence trés importante des théorémes de trace énoncés ci-dessus est la pos-
sibilité d’étendre les formules de Green rappelées dans les prérequis du chapitre 1, aux
fonctions définies sur un espace de Sobolev. En effet, si €2 est un ouvert lipschitzien et I’
son bord, la formule de Green :

Ou vdx :/uvnido + / v udx
o O0z; r o Ox;

(o1 n; est la iéme composante du vecteur normal a I' dirigé vers I'extérieur) étant valable
évidemment pour des fonctions de D(RY) va se prolonger par densité, quand u et v
sont des fonctions de H'(£2) a condition de comprendre I'intégrale de frontiére fr uvn;do
comme étant [.(tou)(rov)nido (qui est bien définie car (Tou) et(mov) sont dans L*(T') et
n; est borné).

De méme si u est une fonction de ’espace de Sobolev H?(2), chaque dérivée partielle
% étant dans H'(Q) posséde une trace sur I' et donc la dérivée normale g—z = Vu.n

est parfaitement définie et est dans L?(I'). Il en résulte, encore une fois par densité (on
utilise bien sir la continuité de I'opérateur trace) que la deuxiéme formule de Green :

/Auvdx—/(mau)(mv)da — /Vu.Vvdw
Q ron Q

est valable pour toute fonction u € H?(Q2) et v € HY(Q).

Notez qu’ & l'avenir, nous ne prendrons pas la peine de noter toujours 7o(u) quand
interviendra la trace de v dans une intégrale de bord. Comme il n’y aura, en général,
aucune ambiguité possible, on continuera & écrire par exemple fF uvn;do méme quand u
et v sont des fonctions de H'(Q).
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Chapitre 3

Formulation variationnelle des
problémes elliptiques

L’objet de ce chapitre est de donner la théorie classique de résolution des problémes
elliptiques linéaires, via la formulation variationnelle et le théoréme de Lax-Milgram.
Dans ce poly je tacherai d’étre le plus complet possible, en envisageant tous les types de
condition au bord (quitte & laisser quelques démonstrations & titre d’exercice).

3.1 Le probléme de Dirichlet

3.1.1 Introduction

Nous commencons, bien évidemment, par le probléme le plus simple : le probléme de
Dirichlet, pour le laplacien, avec condition au bord homogeéne :

(3.1)
U = 0 sur 0f)

{ —Au = [ dansQ

oi1,  est un ouvert de RV (pour I'instant, on ne met aucune restriction sur le type
d’ouvert) et f une fonction, par exemple dans L?(£2), qui est I’espace naturel, en physique,
puisqu’il correspond & une force d’énergie totale (sa norme L?) finie. On recherche une
fonction u, dans un espace a préciser, qui soit solution de (3.1) en un sens également a
préciser.

Commencons par la condition au bord u = 0 sur 0€2. L’idée la plus naturelle consisterait a
rechercher une fonction u qui soit continue sur Q de sorte que cette condition soit vérifiée
en un sens classique. Cette approche a été effectivement la premiére étudiée (par exemple
par les spécialistes de la théorie du potentiel) mais il s’avére qu’elle est beaucoup plus
compliquée que celle que nous allons suivre et qu’elle fait, en particulier, intervenir des
propriétés délicates de la frontiére de Pouvert (régularité au sens de Wiener). Du coup, si
on décide de ne pas travailler dans ’espace des fonctions continues, il faut tout de méme
pouvoir donner un sens a cette condition u = 0 sur 0£2. Or, et vous voyez probablement
ou je veux en venir, c’est quelque chose qu’on a su faire dans le chapitre précédent sur
les espaces de Sobolev : comme il est possible de parler de la trace d’une fonction quand
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celle-ci est dans un espace de Sobolev du type H'(Q) on interprétera la condition u = 0
sur 0f2 en disant que u doit avoir sa trace nulle sur 02, autrement dit u devra étre dans
le noyau de l'opérateur trace, c’est-a-dire dans I’espace H(1Q2).

Pour ce qui est de 'équation —Au = f dans (), elle-méme, 14 il y a une interprétation
toute naturelle, a partir du moment ot on a décidé de prendre u € H}(2), u peut alors
étre considérée comme une distribution et cette équation sera donc & comprendre a-priori
dans D’'(Q2) (on verra plus loin que, moyennant certaines hypothéses supplémentaires sur
Pouvert €2, on pourra donner un sens plus fort & cette égalité).

Nous allons maintenant donner d’autres formulations équivalentes du probléme (3.1),
chacune d’entre elle ayant une interprétation physique différente.

Théoréme 3.1 Soit f une fonction de L?(), alors les problemes suivants sont équiva-
lents :

(i) Trowver u € H}(Q), tel que —Au = f dans D'(Q)
(ii) Trouver u € H(Q), tel que Vv € HE(Q),

/Q Vu.Vo(z)dz = /Q fo(z) da

(iii) Trouver u € HE(Q) qui minimise la fonctionnelle
J() =3 Jo |Vo(z)|?dz — [, fo(z)dx sur H} ()

La formulation (i) est celle qu’on a déja rencontrée, c’est I'équation aux dérivées partielles
proprement dite. La formulation (ii) s’appelle en physique le principe des travaux virtuels
il exprime que le travail interne du systéme est égal au travail produit par la force
extérieure. La formulation (iii) est le principe habituel de minimisation de I’énergie totale
du systéme, celle-ci est la fonctionnelle J somme de ’énergie cinétique du systéme et
de I'énergie potentielle créée par la force extérieure. Dire que ces trois problémes sont
équivalents signifie simplement que si u est une solution de I'un d’entre eux, elle est aussi
solution des deux autres.

Démonstration :
Nous allons tout d’abord montrer que (i) <= (ii).
Si u est solution de (ii), alors puisque D(Q2) C H} (), on a Vo € D(Q) :

B N ou Oy B
(3.2) ; VuVe(z)dr = Z/Q ———dx= | fu(z)dz.

Or, par définition de la dérivée au sens des distributions

8U&Oda:—< Ou 8(P> ——<@ >
q Oz O Oxy,” Oy, Db ﬁx%’(p b

d’ou l'on tire de (3.2)

N

Vo eD(Q), Y < - 8 2790>D’><D < —Au, o >piup=< f, ¢ >pxp
k=1
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ce qui signifie bien —Awu = f au sens des distributions.
Réciproquement, si u vérifie —Au = f dans D'(Q), alors les calculs précédents, effectués
dans 'autre sens montrent que

/Q Vu.V(z)dr = /Q fo(z) da

pour toute fonction ¢ € D() et donc pour toute fonction ¢ € HJ () par densité de
D(Q) dans H{(Q) d’ott u est bien solution de (ii).

Montrons maintenant I’équivalence de (ii) et (iii). Pour cela calculons, pour une fonction
v € H}(Q) et un réel ¢ quelconques

J(u+ tv) /|V (u + tv)( |2dx—/fu+tv

(3.3) — J(u +t/ Vu.Vo(z) de + - /\wy?dx—t/ oz
On en déduit que si u est solution de (ii), alors
(3.4) Vo € HY(Q), J(u+v) / |Vo|? dx

et donc u réalise bien le minimum de J sur H}(Q) (car u + v décrit H}(£2), quand v
décrit HE(12)).

Réciproquement, si u minimise J, alors J(u + tv) > J(u) pour tout v € H}(Q) et tout
t € R dou

3.5 VteR, t( Vqu ) dx — fv ) dz) Vv2da;>0
(3.5)

En divisant alors (3.5) par ¢ > 0 puis en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

/Q Vu.Vo(z) dz — /Q fo(z)dz > 0.

En faisant de méme avec t < 0, on obtient I'inégalité dans ’autre sens d’ou u est solution
de (ii).

Remarque :

Le théoréme précédent ne montre évidemment pas 'existence d’une solution aux pro-
blémes (i), (ii) ou (iii). En revanche, une conséquence importante de la démonstration
ci-dessus est que la solution, si elle existe est unique. On le voit a 'aide de (3.4) : si
Vv # 0, on a J(u+wv) > J(u), or la seule fonction constante par morceaux (c’est-a-dire
la fonction vérifiant Vo = 0) de H}(2) est la fonction nulle, donc si v # u, on a bien
J(v) > J(u) et, d’aprés la formulation (iii) u est la seule solution du probléme.

Exercice 3.1 :
1) Calculez la différentielle de la fonctionnelle J définie sur HE (Q) par

:;/Q|VU(:L‘)|2d:E—/QfU(1‘)dx
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En déduire que la formulation (ii) du théoréme 1 n’est autre que la condition d’optimalité
pour le minimum de la fonctionnelle J (on parle aussi de conditions d’Euler du probléme
de minimisation).

2) Méme question pour la fonctionnelle définie sur Hg(Q) N L*(Q) par :

T(v) = ;/Q|Vv(x)]2da:+/g|v(a:)|4dx—/gfv(ac) da.

Quelle est I'e.d.p. satisfaite par le minimum wu de J (8’1l existe) ?

3.1.2 Existence

Il ne faut pas croire que les problémes énoncés dans le théoréme 3.1 possédent toujours
une solution. L’exercice suivant, si vous le résolvez, vous en donnera la preuve.

Exercice 3.2 : Déterminez une fonction f € L?(R) telle que le probléme

—u” = f dans D'(R)
{ we Hi(R) = H'(R)

n’admette pas de solution.

C’est sous la forme (ii) que l'on va pouvoir le plus facilement prouver l'existence d’une
solution & notre probléme, et on va pour celd utiliser un résultat abstrait fondamental
qui est le théoréme de Lax-Milgram. Mais tout d’abord quelques définitions.

Dans ce qui suit V' désignera un espace de Hilbert et V' son dual (qu’on n’identifiera pas
ici & V). On considére tout d’abord une forme bilinéaire sur V' x V qu’on notera a(u, v)
(a(u,v) est donc linéaire par rapport a chacun de ses arguments et est a valeurs dans R).
On dira que

— la forme bilinéaire a(u,v) est continue si il existe une constante M telle que

Vu,v €V, |a(u,v)| < M|ullv|v|v

ou ||.|]y désigne bien str la norme sur V.
— la forme bilinéaire a(u, v) est V-elliptique (on dit aussi quelquefois coercive) si il existe
une constante a > 0 telle que

Vu eV, a(u,u) > allul}.

En général 'hypothése de continuité de la forme bilinéaire avec laquelle on travaille
(dans notre cas cela va étre a(u,v) = [, Vu.Vu(z) dz) se vérifie assez facilement et ¢’est
I’hypothese d’ ellipticité qu’il est plus difficile d’établir.

Nous pouvons donc énoncer maintenant le résultat principal de ce paragraphe

Théoréme 3.2 (Lax-Milgram) Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et elliptique
sur un espace de Hilbert V et soit F' une forme linéaire continue sur V (c’est-a-dire un
élément de V'). Alors il existe un unique élément u dans V solution de

(3.6) a(u,v) = F(v) YveV.
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De plus si a est symétrique, la solution u du probléme (3.6) est l'unique solution du
probléme de minimisation :
1

min{ = a(v,v) — F(v

min{5 a(v,0) — F(0)}
Remarque : Un bon exemple de forme bilinéaire continue et coercive est le produit
scalaire sur V. Le théoréme de Lax-Milgram signifie dans ce cas que pour toute forme
linéaire continue F, il existe u € V tel que F'(v) = (u, v) ce qui n’est autre que le classique
théoréme de représentation de Riesz.

Démonstration : Pour w fixé dans V', considérons lapplication A, : V — R qui a v
associe a(u,v). C’est clairement une forme linéaire continue sur V', donc ’application A
qui & u associe A, est une application linéaire de V' dans V’. Nous allons montrer que
c’est un isomorphisme, ce qui est une autre facon d’exprimer le résultat que nous voulons
montrer.

L’opérateur A est continu puisque
| < Au,v > | = la(u,v)| < Mllullv|v]lv

et donc
< A >
| dufly < sup LS A% > |

< Mflul|v.
veEV HUHV

Maintenant, on a aussi par ellipticité

[ Aullylfullv > | < Au,u> | > allull}
d’otu, en simplifiant
(3.7) [Aully: = alully

et A est donc injective. De plus il résulte de (3.7) que I’image de A est fermée :
en effet, si u, est une suite d’éléments de Im(A) (u, = Avy,) qui converge vers u, alors
la suite u,, étant de Cauchy on a, grace a (3.7) pour n et p assez grand

e > [[Avy, — Avpllyr = allvn = vpllv

et donc la suite v, est également de Cauchy et donc convergente vers un élément noté v.
Maintenant par continuité de A, Av, converge vers Av et donc Av = u, ce qui prouve
que u € Im(A).

Montrons a présent que I'image de A est dense ce qui, a I'aide du résultat précédent,
prouvera bien que A est surjectif. On sait bien que montrer que 'image de A est dense
est équivalent & montrer que son orthogonal (au sens des formes linéaires) est réduit a
{0}. Soit donc vy € V telle que Yv € V, < Av,vg >yrxy= 0. En prenant alors v = vy,
on obtient alvo||F << Avg,vo >yixy= 0, d’ott vg = 0 ce qui achéve la démonstration
de la premiére partie du théoréme. La deuxiéme partie se démontre exactement comme
dans le théoréme précédent.
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Remarque :
Si u est la solution du probléme (3.6), alors on a immeédiatement une estimation de sa
norme en fonction des données. On a en effet :

ollullfy < a(u,u) = F(u) <||F|lv|lully

Hl ”V/
3.8 < .
(3.8) Jully < a

Nous allons maintenant appliquer le théoréme de Lax-Milgram pour prouver I’existence
d’une solution au probléme de Dirichlet dans le cas d’un ouvert borné dans une direction.
En effet 'ingrédient essentiel de la démonstration sera I'inégalité de Poincaré qui va nous
servir a prouver lellipticité de la forme bilinéaire.

Théoréme 3.3 Soit Q un ouvert de RN qu’on suppose borné dans une direction (cf
chapitre 2) et f € L2(2). Alors il existe une solution unique au probléme
Trouwver u € HE(Q), tel que Yv € HY(),

/QVU.VU(:C) dx:/ﬂfv(m) dx.

Démonstration

On applique évidemment le théoréme de Lax-Milgram avec dans cette situation

-V =Hy(Q)

- a(u,v) = [ Vu.Vu(z) dx

- F(v) = [, fo(z) dz.

Alors comme il est clair que la forme bilinéaire a est continue (et symétrique) ainsi que
la forme linéaire F, il ne reste plus & vérifier que la Hi-ellipticité de a. Or c’est une
conséquence immeédiate de I'inégalité de Poincaré puisque

/Qu2(x) dr < C’/Q|Vu]2(x)dx

entraine bien que

1
a(u,u):/Q|Vu|2(:U)d:U2 C’—l—l(/QU2($)dx+/Q|VU‘2(x)dw)'

Remarque : Dans I’énoncé du théoréme on a pris f € L?(2). Mais il est clair que si on
choisit f dans le dual de HE(€2) alors le résultat est encore vrai.

Nous venons donc de résoudre le probléme de Dirichlet avec condition au bord homogéne
(c’est-a-dire u = 0 sur le bord du domaine) tout au moins dans le cas d’'un ouvert borné
dans une direction (on a vu par ailleurs dans U'exercice 3.2 que dans le cas d'un ouvert
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non borné, il n’y avait pas forcément de solution). Posons nous & présent la question de
savoir comment faire pour résoudre le probléme non homogéne :

—Au = f dans
(3.9) {

u = g surJdf)

et tout d’abord dans quel espace doit-on prendre la fonction g 7 Si on souhaite choisir une
fonction g qui est continue, on est confronté a des difficultés techniques, comme je ’ai déja
dit, qui sortent du cadre de ce cours (théorie du potentiel, critére de régularité de Wiener).
En fonction des résultats du chapitre 2 il semble, une nouvelle fois, plus intéressant de
travailler dans le cadre des espaces de Sobolev. Mais alors quel sens donner a la condition
u = g sur le bord de 27 Avec la théorie de la trace il est naturel de comprendre cette
condition en disant u = g sur 02 signifie que la trace de u est égale a g sur 0€2.
Supposons donc que ouvert € sur lequel le probléme est posé est lipschitzien et considé-
rons une fonction g dans espace H'/? (09) ; alors le théoreme de trace qui nous dit que
Popérateur trace 7o a pour image H'/2(9Q) prouve I'existence d'une fonction G € H ()
dont la trace est g. De plus on peut vérifier également que AG est une distribution
éléement du dual de HE(92). Donc en posant v = u — G, on a évidemment v € Hg(Q) et
on est donc ramené au probléeme

—Av = f+4 AG dans ()
v = 0 sur 0f)

qui est redevable de la théorie précédente puisque f + AG € H~1(Q).

Nous étudierons les autres types de conditions au bord un peu plus loin et nous al-
lons maintenant nous intéresser a la régularité des solutions du probléme (3.1), ce qui
répondra, en particulier, & la question de savoir quand peut on comprendre I’équation
—Au = f en un sens plus fort que simplement au sens des distributions.

3.1.3 Régularité de la solution d’un probléme de Dirichlet

Quand on résout une équation aux dérivées partielles par la méthode variationnelle dé-
crite ci-dessus, en régle générale on le fait en changeant quelque peu la notion de solution.
Alors que quelquefois dans les applications on a besoin de trouver des solutions classiques
(par exemple de classe C?) de I’ e.d.p., la méthode variationnelle ne permet, a priori,
de trouver que des solutions faibles au sens ou I’équation n’est vérifiée que dans
D'(Q).

Par exemple si l'on considére le probléme de Dirichlet (3.1) dans un ouvert borné et
régulier ©, méme si la donnée du second membre f est dans C°°(Q), I'application du
théoréme de Lax-Milgram ne nous donne qu’une solution dans H&(Q) (ce qu’on appelle
une solution faible) alors que l'utilisation d’autres techniques, certes plus compliquées
mais plus fines permettraient d’obtenir une solution u € C°°(Q). On voit donc qu’il est
indispensable de se poser la question de la régularité de la solution u du probléme, plus
précisément on va se poser la question de savoir sous quelles hypothéses la solution faible
ainsi trouvée est, par exemple une solution classique. Ce ne sera pas toujours vrai et on

verra que cela dépend en particulier de I'ouvert §2 sur lequel on travaille.
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Notons qu'’il existe plusieurs notions de régularité (qui se recouvrent en partie). Il y a
d’abord la régularité au sens classique des espaces C* ou des espaces de Hélder C*Y.
Rappelons qu’on dit qu’une fonction f est holderienne de rapport 6 sur € s’il existe une
constante C telle que

Yo,y €Q |f(z) — f(y)| < Clz —y|’.

L’espace C*? est alors Iespace des fonctions de classe C* dont la dérivée (ou les dérivées
partielles dans le cas d'une dimension > 2) d’ordre k sont holderiennes de rapport 6.
Mais il y a aussi la régularité au sens des espaces de Sobolev (plus la fonction u est dans
un espace de Sobolev avec un exposant élevé, plus elle est réguliére). On peut passer de
cette derniére notion a la précédente en utilisant les résultats énoncés dans le chapitre
précédent, & savoir les injections de Sobolev.

En général les résultats de régularité sont prouvés en distinguant la régularité a 'inté-
rieur de 'ouvert de celle au bord de "ouvert. Ici nous nous contenterons de donner sans
démonstrations les résultats généraux. Les démonstrations sont en effet trés techniques
et longues. Le principe en est, tout au moins au début, le méme que dans certaines dé-
monstrations précédentes : on commence par étudier le cas €2 = Rf puis on en déduit le
cas général en utilisant des cartes locales.

Théoréme 3.4 Soit Q un ouvert borné de classe C* et f une fonction de L*(Q2). Alors

la solution du probléeme
{ —Au=f dans D'(Q)

u € HE(Q)
est dans lespace de Sobolev H*(Q) et de plus, pour une constante C qui ne dépend que
de Q on a

lullz20) < Cllfllr2(0)-
Remarque :
Si f est plus réguliére, et qu’on veut en déduire davantage de régularité pour u, il faut
supposer que 'ouvert € est lui aussi plus régulier. Par exemple, si on suppose f € H™(Q)

et Q de classe C™2 alors u € H™*2(Q) avec une estimation de la norme de u par la
norme de f.

Donnons maintenant, pour terminer, un résultat de régularité dans les espaces de Holder

Théoréme 3.5 (Schauder) Soit Q un ouvert borné de classe qk“’e ot k est un entier
> 0 et 0 un réel, 0 < 6 < 1. Soit ¢ une fonction de Ck+29(Q) et f une fonction de
C*9(Q) alors la solution w du probléme

—Au = f dans )
u = sur Jf2

est dans Uespace de Holder C*+29(Q)).

Dans le cas ot ’on peut utiliser un de ces théorémes de régularité, par exemple le théo-
réme 3.4, une conséquence importante en est que la solution v devient un peu plus qu’une
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solution faible. En effet, si Q est de classe C? et f € L?(Q), le théoréme nous dit que
u € H?(Q) et donc Au € L?(Q). Ainsi I'équation —Au = f n’est plus vraie seulement
au sens des distributions mais aussi au sens des fonctions de L? (puisque deux fonctions
de L? qui sont égales en tant que distributions sont aussi égales en tant que fonction,
c’est-a-dire presque partout).

3.2 Autres types de conditions aux limites

3.2.1 Condition de Neumann

Pour résoudre le probléme de Dirichlet homogéne (3.1), on avait mis la condition au bord
(u = 0 sur 0N2) carrément dans 'espace de travail puisque on s’était placé d’emblée dans
I'espace de Sobolev Hg (). Pour la condition de Neumann homogéne, dont on a vu au
chapitre 1 qu’elle s’écrivait

ou
20
on
on peut étre tenté, dans un premier temps,de faire la méme chose c’est-a-dire de travailler

dans I’espace des fonctions de H'(Q) telles que % = 0 (en admettant que louvert €2

soit assez régulier pour qu’on puisse parler de sa normale n en tous ou presque tous les
points de son bord). Malheureusement, pour une fonction v € H'(£2) on peut parler de
la trace de u sur OS2 mais pas de la trace de son gradient qui lui n’est que dans L?(€2).
Pour pouvoir parler de Vu sur 9%, il faut que u soit dans H?(£2). Mais alors, si on choisit
comme espace de travail H2(f2), on aura des problémes pour prouver l'ellipticité de la
forme bilinéaire qui entre en jeu. En fait la situation va s’avérer plus simple que cela.
La condition au bord de Neumann ne va pas apparaitre a priori mais va étre contenue
dans la formulation variationnelle du probléme comme on va le voir bientot.
Notons tout d’abord que, puisqu’on a vu que le probléme

{ —Au = f dans

g—g:O sur 02

n’avait pas toujours de solution (cf chapitre 1) et on y reviendra un peu plus loin, on va
plutot s’intéresser, dans un premier temps, au probléme trés voisin

{ —Au+u=f dans

(3.10)
% =0 sur 9.

Nous allons pour 'instant faire un calcul formel (c’est-a-dire sans se préoccuper de ques-
tions d’existence ou de régularité de 1’éventuelle solution) pour pouvoir deviner la for-
mulation variationnelle adaptée a ce probléme (3.10). Soit donc v une fonction pour le
moment quelconque (c’est ce qu’on appelle dans le langage des e.d.p. une fonction test)
dont on précisera dans quel espace on la choisit un peu plus tard en fonction de 1’écri-
ture de la formulation variationnelle. Multiplions I’équation par v et intégrons sur €2, on

obtient
—/QAuv(:E)d:r~l—/qu($)d$:/Qf”(x)dx
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d’ou, en utilisant la formule de Green

_/89 ngdajL/QVu.Vv(l") d:p+/qu(x)dx:/va(£E) dz

ce qui fait, en tenant compte de la condition au bord

/QVu.Vv(x) da:—l—/guv(x) dx:/ﬂfv(:c) dx.

On voit donc apparaitre tout & fait naturellement la formulation variationnelle du pro-
bléme. Au vu de ce qui précéde, on va poser

(3.11) a(u,v):/QVu.Vv(x) d:L‘+/qu(m) dx

qui est une forme bilinéaire parfaitement définie sur ’espace de Sobolev H'(2) et, comme
d’habitude

(3.12) F(v):/ﬂfv(a:) dzx.

Enoncons le théoréme qui prouve l'existence d’une solution faible au probléme de Neu-
mann considéré

Théoréme 3.6 Soit Q un ouvert quelconque et F un élément du dual de H'(Q), alors
il existe une solution unique au probléme

Trouver u € H' () tel que Vv € H(Q)
(3.13)

Jo Vu.Vu(z)de + [ uv(z)de = F(v).
De plus, si Q2 est de classe C% avec O borné et si f € L*(2), alors u € H(Q) et vérifie

—Au+u = f presque partout dans 2

et 9
u

— =0 sur o2

on
au sens des traces.
Démonstration :
La forme bilinéaire a(u,v) définie en (3.11) est clairement continue et H'-elliptique
(puisque a(u,u) = |lul|3;:) et la forme linéaire F définie par (3.12) est, elle aussi, conti-

nue. Le théoréme de Lax-Milgram assure donc l'existence et 'unicité d’une solution au
probléme variationnel (3.13). En particulier, si on choisit v = ¢ € D(£2) dans la relation
variationnelle, et si on suppose que f € L?(£2) on obtient compte tenu de l'identité déja
utilisée N

ou 0
/QVu.ng(x) dz = g < o OZ >prxp=— < Au, ¢ >pixp

1
la relation
— < Au, ¢ >pryp + < u, @ >prup=< f,¢ >prxp
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c’est-a-dire
(3.14) —Au+u = f ausens des distributions

Maintenant si on suppose de plus que l'ouvert § est de classe C? alors le théoréme
de régularité énoncé un peu plus haut peut également s’adapter avec quelques légeres
modifications & ce nouveau cas et on peut donc prouver que la solution v du probléme
(3.13) est dans l'espace H?(f2). Les deux membres de I'égalité (3.14) étant dans L2()
cette égalité devient vraie non seulement au sens des distributions, mais aussi au sens
des fonctions de L? (donc en particulier presque partout). Reprenons alors la formulation
variationnelle avec une fonction v € H'(Q) quelconque. Puisque v € H?(2) on peut
utiliser la formule de Green (cf chapitre 2) et la relation devient

vda—/Auv da:—l—/uv dx—/fv
agan

or comme on a —Au +u = f dans € les intégrales sur {2 se simplifient et il reste

0
(3.15) Vo € HY(w) / Xy do = 0.
oq on
Mais comme l'image de I'opérateur trace (H'/2(9Q)) est dense dans L?(99) la relation
(3.15) entraine bien que

ou
o 0 sur 992

ce qu’il fallait prouver.

Traitons maintenant le cas non homogene

—Au-+u=f dans
(3.16)
% =g sur 0f2.

oil f est, par exemple un élément de L?(€2) et g une fonction définie sur 92 dont on
précisera plus loin la régularité. La premiére idée pour résoudre (3.16) est de faire comme
pour le probléeme de Dirichlet, c’est-a-dire qu’on peut essayer de se ramener au probléme
(3.9) par une translation. Ceci nécessite évidemment de pouvoir relever la fonction g,
c’est-a-dire qu’on souhaiterait disposer d’une fonction G définie sur 2 telle que

0G

o =g sur 2.

C’est effectivement toujours possible (cela va étre une conséquence de I'autre méthode
qu’on va présenter) mais pratiquement assez peu utilisable, sauf dans des cas trés parti-
culiers du fait de la difficulté de trouver la fonction G (voir I'exercice ci-dessous).

Exercice 3.3 :
1) Soit ©Q = [0,1]? le carré uniteé de RQ, pour chacune des fonctions suivantes g, trouver
une fonction G € H(Q) telle que =g sur 09) :

g(z,y) =1 9(96, y)=z+y g(z,y) = xy
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2) Méme question si Q est le disque unité de R2.

Revenons au probléme (3.16) et, plus précisément, reprenons les calculs du début de ce
paragraphe quand nous recherchions la formulation variationnelle pour le probléme de
Neumann homogéne. Aprés avoir multiplié I’équation par une fonction v € H(Q) et
intégré sur ), nous avions obtenu gréace a la formule de Green

_/aQgzvda—i—/QVu.Vv(a:)dx—i-/qu(x)dx:/va(x)dx

ce qui nous donne ici, avec la nouvelle condition au bord

/QVU.Vv(x)d:c—l—/qu(a:)dx:/va(:v)dl‘jL/fmgvda

et on est donc ramené & un probléme variationnel du méme type que précédemment,
seule la forme linéaire du second membre ayant changé.

Exercice 3.4 :
Prouver que le probléme :
trouver u € H () tel que Vo € HY(Q)

/QVU.Vv(x)d:c—l—/qu(a:)dx:/va(:v)dl‘jL/fmgvda

posséde une solution unique (on précisera bien les conditions sur les données f, g) et que
celle-ci, si Q est de classe C2, est solution de (3.16) en un sens classique.

Voici maintenant, également en exercice, le cas du probléme de Neumann pour I’équation
plus classique

(3.17)

ou

—Au = f dans
S =g sur 0.

Nous avons déja vu en exercice dans le chapitre 1 qu’une condition nécessaire d’existence
d’une solution pour ce probléme (3.17) est la relation entre les fonctions f et g :

(3.18) /mgda—i-/gf(:r)d:czo

relation qu’on obtient évidemment en intégrant I’équation —Awu = f sur €. De plus, s'il
existe une solution u pour le probléme (3.17), il est clair qu’il y en a une infinité puisque
toute fonction de la forme u + constante est évidemment encore solution. On voit donc

bien qu’il ne peut étre question d’invoquer ici directement le théoréme de Lax-Milgram
sur H(Q).

Exercice 3.5 :
Soit © un ouvert borné régulier. On considére ici I'espace vectoriel quotient V = H(Q2)/R
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(dont les éléments sont les classes d’équivalence v = {v + ¢, ¢ € R}) qu’on munit de la
norme

[o]lv == mf{{|v]l g1, 0 € 0}
1) Vérifier que c’est bien une norme et que V muni de cette norme est un espace de

Hilbert.
2) Vérifier qu’on peut définir une forme bilinéaire sur V' par

a(ﬂ,i;)z/ﬂVu.Vv(x) dx

ou u et v sont des représentants de u et v, ainsi qu'une forme linéaire L sur V par

L(i;)—/va(:L') dx—i—/mgvda

ot v est un représentant de © (on prendra f € L?(Q) et g € L?(952) et on supposera la
relation (3.18) vérifiée).

3) Montrer que le probléme

Trouver @ € V tel que pour tout v € V

a(i,©) = L)

posséde une solution unique et que celle-ci fournit une infinité de solutions au probléme
de Neumann (3.17).

Exercice 3.6 :
On veut résoudre 'équation différentielle suivante sur U'intervalle ]0, 1] :

{ —u" + a(z)u + B(x)u=f

1) Ecrire une formulation variationnelle pour ce probléme.

2) Déterminer des conditions sur les fonctions « et 5 pour que le probléme variationnel
trouvé a la question 1) admette une solution unique pour toute fonction f € L?(]0, 1[).
3) Montrer que la solution du probléme variationnel est solution de I’équation différen-
tielle au sens classique.

Exercice 3.7 :
Soit © un ouvert connexe borné régulier de RV, On pose V = H'(Q) et, pour u et v

dans V :
a(u,v) = /QVu.Vvdx + (/Qud:z)(/gvdx)

1) Montrer que la forme bilinéaire a est coercive sur V.

2) En déduire que, pout tout f € L?(€2), il existe une et une seule solution du probléme :
trouver u € V tel que Yo € V' a(u,v) = [, fvdz.

3) On suppose que fodm = (0, montrer que fQud:E = 0 et retrouver I’équation aux
dérivées partielles vérifiée par u.
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3.2.2 Condition de Fourier

Nous allons maintenant résoudre le probléme avec condition au limite de Fourier :
—Au = f dans
g%’; + au = g sur 0f)

On supposera ici que I'ouvert 2 est borné, connexe et régulier. Comme précedemment
nous allons tout d’abord deviner la formulation variationnelle grace & un calcul formel.
L’idée est toujours la méme : on multiplie I’équation par une fonction test v et on intégre

sur 2. Ce qui donne ici
—/ Auv(x)dr = / fo(x)dz
Q Q

d’ot, en utilisant toujours la formule de Green

_/39 g:ivda—l—/QVu.Vv(x)dxZ/va(x)dx

ce qui fait, en tenant compte de la condition au bord

(3.19) /QVU.V’U(QS‘) dxr + a/an wv(o) do = /va(m) dx + /BQ gv(o)do.

On voit donc, 14 encore, apparaitre tout a fait naturellement la formulation variationnelle
du probléme. Au vu de (3.19), on va donc poser

(3.20) a(u,v) = /QVU.VU(:U) dx + oz/89 uwv(o) do

qui est une forme bilinéaire parfaitement définie sur I’espace de Sobolev H'(Q) a cause
du théoréme de trace. Quant a la forme linéaire on va évidemment prendre :

(3.21) F(v):/gfv(a:) d$+/anv(a) do.

Pour que F soit bien définie on prendra f € L?(Q) et g € L?(99Q). La difficulté est ici de
prouver lellipticité de la forme bilinéaire a. Puisque

a(u,u)z/ﬂ]Vu(m)\de—i-oz/ u?(o) do

0N

il est clair qu’on aura une inégalité du type

aww) > aof [ [VuP do+ [ (w)dn) = aollull
Q Q
a condition de pouvoir prouver :
Proposition 3.6.1 (Inégalité de Friedrichs) Soit Q) un ouvert borné, connexe et lip-
schitzien de RY , alors il existe une constante C qui ne dépend que de Q (et de la dimen-
sion N ) telle que

(3.22) Vu € HY(Q) /

Q

U2$$ U$2$ ’LL20'0'
(x)d sc</grv<>\d+/ (0) do)

o0
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Remarquez que pour u € H&(Q), on retrouve l'inégalité de Poincaré. La démonstration
ressemble & celle de 'inégalité de Poincaré-Wirtinger faite dans le chapitre précédent,
mais comme c’est une forme de démonstration assez fondamentale, je prends la peine de
bien la détailler ici encore.

Démonstration :

On raisonne par I’absurde en supposant qu’il n’existe pas de constante C telle que (3.22)
soit vraie. Cela peut s’exprimer en disant que pour tout entier n, il existe un élément
un € HY(Q) tel que

(3.23) /ng(x) do > n(/Q yvun(x)\de/OQ 2 () dor)

Posons alors
Un Un

"l (fyy () da) '

par division des deux membres de (3.23) par [, u2(x)dz on obtient donc

Un

1
(3.24) / |V (2))? da —i—/ v2(0)do < ~.
Q o0 n
On a donc séparément les deux estimations
2 1 2 1
(3.25) Vo, (z)]7de < = et va(o)do < —
Q n oQ n

tandis que

(3.26) /Qvg(x) dr = 1.

Il résulte de (3.25) et (3.26) que la suite v, est bornée dans H() et on peut donc en
extraire une sous-suite, toujours notée v,, qui converge faiblement dans H'(£) vers une
fonction v € HY(Q) (par réflexivite de H(Q)) et fortement dans L?(2) (par le théoréme
de Rellich-Kondratchov). Or (3.25) montre que Vv, converge (fortement) vers 0 dans
L?(2) donc Vv = 0 et v est constante sur §2. Maintenant puisque v, converge fortement
vers v dans L?(f2) et que Vv, converge fortement vers Vo = 0 dans L2(9), alors v,
converge fortement vers v dans H'(Q). Or Papplication trace est continue sur H'(Q) et
donc la trace de v, converge fortement vers la trace de v dans L?(9€2). Mais (3.25) montre
que la trace de v, converge fortement vers 0 dans L?(9) et donc v a une trace nulle sur
0f) et comme v est constant ceci implique que v est nul. Ce qui fournit la contradiction
attendue puisque (3.26) entraine évidemment en passant a la limite [, v?*(z)dz =1 et
qui acheéve la démonstration de la proposition.

Il résulte immédiatement de 'inégalité de Friedrichs que la forme bilinéaire définie par
(3.25) est H'-elliptique. Les autres hypothéses nécessaires pour pouvoir appliquer le
théoréme de Lax-Milgram étant faciles a vérifier (faites-le si vous n’étes pas encore trop
au point), on a donc prouvé, en admettant un théoréme de régularité analogue a celui
déja énoncé, le
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Théoréme 3.7 Soit Q un ouvert connexe, borné et lipschitzien, f une fonction de L*(9),
g une fonction de L*(0Q) et a un réel strictement positif; alors il existe une solution
unique au probléme

Trouver u € H(Q) tel que Vv € H*(Q)
(3.27)

Jo Vu.Vu(z)de + a [y, uwv(o)do = [, fo(z)dr + [, gv(o) do.
De plus, si Q est de classe C? | alors u € H*(Q) et vérifie
—Au = f presque partout dans €2

et

%+au:g sur 0f)
on

au sens des traces.

3.2.3 Exemples d’autres problémes

Nous allons donner maintenant quelques exemples d’autres problémes elliptiques linéaires
qui se résolvent par une méthode variationnelle. Nous nous contenterons de donner les
grandes lignes et la démarche a suivre en laissant la plupart des détails & titre d’exercice.

Conditions aux limites mixtes

On se donne un ouvert borné connexe lipschitzien €2 de bord I' et on suppose que le bord
s’écrit comme la réunion de deux sous-parties I'g et I'1 (plus précisément I'gUT'; est une
partition de I') ot ’on supposera I'g de mesure superficielle non nulle. On se donne aussi
une fonction f € L?(2) et on veut résoudre le probléme :

—Au = f dans
(3.28) u=0 sur Iy

ou __
n =0 surly

On se place alors sur le sous-espace de H'(Q) défini par :
V ={ve HY(Q) tel que ov = 0 sur I'y}

(les fonctions de H'(£2) dont la trace sur I'g est nulle).

Exercice 3.8 :

Vérifier que V est un sous-espace fermé de H'(Q), trouver la formulation variationnelle
du probléme (3.28) et montrer que le théoréeme de Lax-Milgram s’applique bien. En
admettant un théoréme de régularité, montrer que la solution du probléme variationnel
est solution de (3.28) en un sens classique.



3.2. AUTRES TYPES DE CONDITIONS AUX LIMITES

Probléme de Stokes

Le probléme de Stokes linéaire est une approximation du probléme de Navier-Stokes
qui modélise le mouvement d’un fluide (air, eau, huile, ...) dans un corps. Notons U =
(u1,u2,ug) la vitesse du fluide (on se place en dimension 3) et p sa pression (toutes
deux inconnues), les équations de Navier-Stokes qui régissent le mouvement du fluide
dans un corps (ouvert borné lipschitzien) 2 soumis a l'action d’une force extérieure

= (f1, f2, f3) sont alors (on suppose le fluide adhérent au bord du récipient) :

—pAu; + 22:1 uj g;‘; + %’Z_ = f; dans  pouri=1,2,3
(3.29) divd = g—;ﬁ + % + g%g =0 dans Q (condition d'incompressibilité)
U =0 sur [ =89

ou u est une constante de viscosité, caractéristique du fluide. Ce systéme d’équations

est donc non-linéaire du fait de la présence des termes quadratiques en u; g;? et il est
J

hors de portée dans ce chapitre d’aborder la résolution de ce systéme d’équations. Mais
si le mouvement du fluide est trés lent, alors chaque composante u; de la vitesse étant
trés petite le terme quadratique devient négligeable devant les autres termes et le sys-
téme d’équations de Navier-Stokes s’approche de maniére satisfaisante par le systéme de
Stokes :

—pAu; + % = f; dans Q pouri=1,2,3
(3.30) divd =0 dans Q

7 =0 sur I = 9Q.

Pour trouver la formulation variationnelle du probléme de Stokes, on se donne une fonc-
tion (ou plutot un vecteur) ¥ = (vy,v2,v3) € [HY(Q)]? avec ¥ = 0 sur I et on multiplie
la i-éme équation (i=1,2,3) par v; puis on intégre sur €2 et enfin on somme les trois
équations. On obtient :

3 3 3
Op
- g Auv; E i5 ——g iVi . .
Mil/Q uv(w)dx—i—il/gv x,;dx il/ﬂfv(:v)d:v (3.1)

On utilise alors la formule de Green, d’une part pour la premiére intégrale (2éme formule
de Green), d’autre part pour la deuxiéme, celle contenant la pression (lére formule de
Green), ’équation (3.1) devient alors

3 3
(3.32) ,u;/QVui.Vvi(fv) d:l:+;/gpdiv7dx:/g?.7(a:)da:.

Nous choisissons alors de travailler dans I'espace
V ={7 e [H}D]? tel que divV =0}

qui est un sous-espace fermé de 'espace de Hilbert [H{ (Q2)]?, sur lequel nous considérons
la forme bilinéaire

3
(U, V) = u;/QVui.Vvi(x) dx

o1
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et la forme linéaire

ﬂﬁ:é??@ﬂ.

Dans la formulation variationnelle
Trouver @ €V tel que VU eV

(3.33) (U, V) = F(7)

la pression p a disparu, mais nous verrons ci-dessous comment la "récupérer".

Exercice 3.9 :
Montrer que le probléme (3.33) posséde une solution unique.

Qu’a-t-on résolu alors? La possibilité de retrouver les équations de Stokes repose sur un
résultat difficile de De Rham :

Proposition 3.7.1 Soit L une forme linéaire continue sur [H}(Q)]® qui s’annule sur le
sous-espace V., alors il existe un élément ¢ € L*(Q) tel que

VU e [HE Q)P L(V) = /Q odiv(T)(x) dx

et ¢ est unique a une constante pres.

Admettons donc ce résultat et montrons comment on retrouve les équations de Stokes
a partir de la formulation variationnelle. Soit donc u € V' la solution de (3.33), alors la
forme linéaire L définie sur [HE(Q)]? par

3
L(V) = ;/QVui.Vvi(:U) dx — /977(56) dx

s’annule par définition sur V et on peut donc lui appliquer la proposition : il existe
p € L2(Q) tel que

3
(3.34) ;/QVUZ'.VW(:JJ) dw—/ﬁ??(az) dw—/gpdz’v(?)(x)dx.

Maintenant d’aprés la formule de Green (et le fait que ¥ s’annule sur T')

3
: _ op
/QPdw(ﬁ)(a:) dx = ;/sz oz, dx

cette relation étant vraie pour toute vecteur v € [HA(Q)]®. En exploitant alors cette
relation successivement pour ¥ = (v1,0,0), ¥ = (0,v2,0) et ¥ = (0,0,v3) avec dans
chaque cas v; € D(Q), on obtient bien chacune des 3 équations constituant le systéme de
Stokes (au moins au sens des distributions).
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Equations de plaques

Tous les exemples que nous avons donnés jusqu’ici avaient en commun de faire intervenir
le laplacien qui est un opérateur d’ordre 2 (seules les dérivées secondes interviennent). Or
certains problémes physiques comme celui que nous allons voir maintenant font intervenir
un opérateur d’ordre 4, en l'occurrence le bilaplacien A? = A(A); Considérons donc
une plaque plane (Q € R?) encastrée sur son pourtour et soumise a une force verticale
f (f(x,y) est 'intensité de cette force au point de coordonnées (x,y) de §2). Notons
u = u(x,y) le déplacement (vertical) du point (x,y) de la plaque, alors u se calcule en
résolvant ’e.d.p. :

A%y = f dans 9

(3.35) u=0 sur 0
%Z =0 sur 02

(les conditions au bord : déplacement nul et pente de la plaque horizontale nulle étant
les conditions habituelles d’encastrement).

Le bon espace de travail est ici
ov

H2(Q) ={ve H*Q),v=0 et S 0 sur 99 pour i = 1,2}.

Remarquons que si une fonction est constante sur le bord d’un ouvert (régulier) alors son
gradient est colinéaire au vecteur normal,

Exercice 3.10 : Le démontrer

aussi on a 1’équivalence

v=20 et v =0 surdQ pouri=1,2 < v=0 et@:o sur 02
8:@ on

et donc 9
H2(Q) = {ve H*Q),v=0 et 8—2 =0 sur 00Q}.

La formulation variationnelle du probléme (3.35) est alors

Trouver u € H2(Q) tel que Vv € HZ(Q)

(3.36) / AulAv(z)dr = / fo(x)dz
Q Q
et je laisse la résolution de ce probléme en exercice

Exercice 3.11 :
Montrer qu’il existe une constante C' telle que

Vo € HA(Q) [l < C’/Q(Av(x))Qda:
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(on pourra utiliser 'inégalité de Poincaré ainsi que la transformée de Fourier en observant
que si v € HZ(Q), la fonction

v(z) si z €
5=
0 si z¢Q

est dans H2(R?)).

En déduire que le probléme (3.36) posséde une solution unique.

Exercice 3.12 :
On considére le probléme
—u"+u=f
u'(0) — fu(0) =0
w'(1) = Bu(l) =0
A quelle condition sur 8 ce probléme admet-il une solution pour toute fonction f €
L%(j0,1])?



Chapitre 4

Principe du maximum et théorie
spectrale

4.1 Le principe du maximum

Reprenons 'exemple de Iéquation de la chaleur stationnaire (ou équation de Laplace)
évoquée au chapitre 1 et au chapitre 3 :

—Au = f dansQ
(4.1) {

U = 0 sur 0f)

ou, je le rappelle u représente la température a U'intérieur de la piéce ou du corps €2 tandis
que f est la source de chaleur qu’on supposera positive (un radiateur par exemple), la
condition au bord signifiant que le bord du corps est, par exemple, plongé dans la glace.
Pour des raisons physiques, mais aussi de bon sens, évidentes la température dans le
corps est certainement positive et également inférieure au maximum de f (il ne peut pas
faire plus chaud dans la piéce que sur le radiateur!). Ces propriétés "physiques" doivent
pouvoir s’exprimer et se montrer mathématiquement, c’est ce qu’on appelle le principe
du maximum et c’est ce que nous allons énoncer maintenant.

Théoréme 4.1 Soit a une fonction continue positive sur un ouvert X de RY de bord T,
f € L2(Q) et u une fonction de H(Q) NC(Q) solution de

(4.2) /Q Vu.Vo(z) dz + /Q auv(z) do = /Q fo(z) da.

Alors u >0 sur I' et f >0 sur Q impliqgue u > 0 sur €.
De plus, si a =0 et Q) est borné :

f>0sur Q) = uzigfusurQ

et

f=0sur Q = i%fugugsupusurﬁ
I
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Démonstration :
Fixons une fonction G de R dans R telle que

1. G est de classe C! sur R
2. G(x) =0six€[0,+o0]
3. G est strictement croissante sur | — 0o, 0]
4. Yz € R, |G(x)] < |z|
5. Vz e R, |G'(z)| <1
et posons v = G(u). Alors v € HY(Q), car

|G(u)]* < u? donc v € L*(Q)

ov Bu 9 9 ov
— " < Q).
o0x; 8ac G'lu) = | | | | o0x; ©)

On améme v € H}(Q), carsiz € T, u(:v) > 0 par hypothése et donc v(z) = 0, le résultat
s’en déduit en utilisant la caractérisation de HE(2) vue au chapitre 2.

Remplagons alors v par G(u) dans la formulation variationnelle (4.2), on obtient

ou Ou (
Z/axlale d:c+/QauG( dx_/fG

Or uG(u) > 0 dans 2 de méme que a donc

Z/ o) )2G (u dx—/|Vu|G'( d:r</fG Ydz <0

car f >0 et G(u) <0 dans . Comme G’(u) > 0 on en déduit donc que |Vu|?G’(u) = 0
presque partout dans €.

Introduisons alors la fonction H définie par

=/0t¢GTs>ds-

On a H(t) = 0 si et seulement si ¢ > 0 et on montre exactement comme ci-dessus que
H(u) € H}(Q).
Mais puisque

OH(u)  Ou I ou

/ I
or;  Ox; (u) = ox; G'(w)

on a
ou .,
[VH(u)|* = Z(a G (u) = [Vul’G'(u) =
i=1
et donc H(u) = constante. Or H(u) € H& (Q) et donc H(u) = 0 ce qui signifie bien que
u > 0 dans €.

Plagons nous maintenant dans le cas a = 0 et © borné (de sorte que le probléme (4.2)
posséde effectivement une solution unique comme prouvé dans le chapitre précédent).
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Posons alors m = infr u, la fonction u—m € H'(Q) et vérifie la formulation variationnelle
(4.2), de plus u —m > 0 sur I et donc, en appliquant le résultat précédent, on en déduit
u—m > 0 dans €.

Enfin si f = 0, on fait le méme raisonnement avec M —w ou M = supr u.

Remarque : Si 'ouvert 2 est lipschitzien, on peut se passer de '’hypothése u € C(£2),
les valeurs que prend u sur I' sont alors & comprendre au sens des traces. De méme, si

u € H}(2) on n’a pas non plus besoin de 'hypothése u € C(€2) (et ce sans rien supposer
sur ).

Donnons maintenant une version plus forte du principe du maximum due & Hopf.

Théoréme 4.2 Soit u € C?() telle que Au = f dans 2 avec f continue et positive. Si
u atteint son maximum en un point xg € 1 alors u est constante dans €.

Ce théoréme généralise donc le principe du maximum classique pour les fonctions har-
moniques. On peut évidemment énoncer le résultat semblable avec f < 0 dans 2. Enfin
il est clair que ce théoréme contient le précédent (mais avec des hypothéses plus fortes
sur la fonction ).

Démonstration :

On raisonne par 'absurde en supposant u(z) # u(xg) = M. L’ensemble O = {z €
Q, u(z) < M} est alors un ouvert de €2 et on peut donc trouver une boule incluse dans
O. Plus précisément on va choisir un point x2 dans €2 et un rayon R tels que la boule
B(z, R) est incluse dans O et touche le bord de O en un point x1, c’est-a-dire que

u(z) < M pour z € B(xa, R) —{z1} et u(x1)= M.
Choisissons alors un rayon Ry < R tel que B(x1, R1) C Q et posons
S; = B(CUQ,R) N 8B(.C61,R1) et S, = 8B(.1I1,R1) — B(xg,R)

de sorte que u(x) < M — e sur S; (pour un certain £ > 0) tandis que u(z) < M sur S,.

Posons alors h(z) = e~ — ¢~ o1 r = |z — 29| et calculons
e Ah = e*" (W + fa) = 2a(2ar” — N).

On choisit alors « assez grand pour que Ah > 0 dans B(x1, R1). Enfin remarquons qu’on
a aussi

h(z) <0 sur Se et h(z1)=0.

Posons enfin v(z) = u(x)+0dh(x) avec 6 > 0 sufisamment petit pour que v(x) < M sur S;.
On a clairement v(x) < M sur 0B(z1, R1) avec v(z1) = M donc v atteint son maximum
dans la boule B(z1, R1) en un point intérieur, mettons x3. De plus Av = Au+ JAh > 0
dans B(x1, R1) et en particulier en x3. Et c’est 1a qu’est la contradiction : en effet si une
fonction de classe C? a un maximum local en un point, la forme bilinéaire dérivée seconde
est nécessairement négative (on le voit en écrivant le développement de Taylor & 'ordre
2 au point z3). Or cette forme bilinéaire a pour matrice le Hessien de v (c’est-a-dire la

matrice dont le terme général est 6225’%) dont la trace est justement le laplacien de v qui

o7
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est, voir plus haut, strictement positif, ce qui n’est pas possible pour une forme bilinéaire
négative (n’oubliez pas que la trace est la somme des valeurs propres).

Je termine en donnant un dernier résultat, celui-la sans démonstration, également da a
E. Hopf

Proposition 4.2.1 Soit Q un ouvert de classe C' et u une fonction de H*(Q) telle que
Au > 0 au sens des distributions dans . On sait alors, d’aprés les théorémes précédents,
que le maximum de u est atteint sur le bord : soit xg un point de 02 ot w atteint son
mazimum, alors on a

ou

—(xp) > 0.

5, (o)
Le fait que la dérivée normale soit positive ou nulle est évident puisque pour tout ¢ > 0
on a

u(zg —tn) —u(xp) <0
d’ou, en divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient bien

)
—8—5(330) <.

Donc ce qui est important dans cette proposition est évidemment le fait que la dérivée
normale est strictement positive.

4.2 Théorie spectrale

Nous avons déja rencontré, au moins & deux reprises, des valeurs propres du laplacien.
Nous allons dans ce paragraphe étudier de maniére plus détaillée cette théorie qui a de
nombreuses applications, nous en verrons quelques unes.

4.2.1 Rappels

Nous allons tout d’abord rappeler, sans démonstration, quelques résultats généraux sur
la théorie spectrale des opérateurs. Je renvoie, pour plus de détails, aux livres classiques
comme "Analyse Fonctionnelle" de Brézis ou "Yosida : functional analysis" ou encore
"Kato : Perturbation theory for linear operator".

Soit F un espace de Banach et A un opérateur linéaire continu de £ dans F. On notera

I Vopérateur identité de £ dans E. On appelle
— ensemble résolvant de A 'ensemble R(A) = {\ € C; A — A\ est bijectif de F sur
B}

— spectre de A, qu'on notera o(A), le complémentaire de I’ensemble résolvant (donc
I'ensemble des nombres complexes A tels que A — Al ne soit pas une bijection)

— valeur propre de A tout nombre complexe A tel que A — Al ne soit pas injectif. Un
vecteur » non nul vérifiant alors Au = A\u s’appelle un vecteur propre associé a A. On
notera V P(A) I'ensemble des valeurs propres de A.
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Il est clair que VP(A) C o(A), que ces deux ensembles coincident en dimension finie mais
pas, en général, en dimension infinie. Dans toute la suite on supposera d’ailleurs E de
dimension infinie. Examinons maintenant le cas fondamental des opérateurs compacts :

Proposition 4.2.2 Soit A un opérateur compact de E dans E, alors

(i) 0 eo(A)

(ii) toute valeur spectrale non nulle est une valeur propre et le sous espace propre associé
est de dimension finie

(iii) l’ensemble des valeurs propres de A est au plus dénombrable et O est son seul point
d’accumulation possible

Enfin terminons par le cas ou E est un espace de Hilbert et A un opérateur autoadjoint
(C’est-a-dire (Az,y) = (z, Ay) Va,y € E). Dans ce cas il est facile de vérifier que toutes
les valeurs propres de A sont réelles et que deux vecteurs propres associés a deux valeurs
propres distinctes sont orthogonaux. Précisons davantage les résultats dans le cas auto-
adjoint compact :

Proposition 4.2.3 Soit £ un espace de Hilbert séparable et A un opérateur auto-adjoint
compact de E dans E (non nul). Alors il existe une base hilbertienne (ey) de E constituée
de vecteurs propres de A et, de plus

Ve e B, Ax = Z An(z,en)en.

n=1

4.2.2 Valeurs propres et vecteurs propres du laplacien

Nous allons maintenant appliquer ces résultats au laplacien. Commencgons par le cas des
conditions de Dirichlet :

Théoréme 4.3 Soit Q un ouvert borné de RN. Alors il existe une base hilbertienne
(en)n>1 de L2(Q) et une suite (An)n>1 de réels positifs avec limy,_o0 Ay, = +00 tels que

en € HH Q)N C®(Q)

et
—Ae,, = A\nen

Les A\, sont appelés les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet et les e,
sont les fonctions propres associées.

démonstration :
Soit f € L*(Q), on note u = Af I'unique solution dans H}(£2) du probléme variationnel

(4.3) Yo € HY Q) /QVu.Vv(x) da::/va(x) dx

(d’aprés Lax-Milgram). On a ainsi défini une application A de L?() dans L?(Q2). Cet
opérateur A est linéaire, continu car

@) e = [ o< [ (Vlde = [ fute)ds < Gl ul
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la premiére inégalité étant l'inégalité de Poincaré et la seconde l'inégalité de Cauchy-
Schwartz. Il en résulte que

(4.5) |Af|lz2 < C?| £l L2

ce qui signifie bien la continuité de A. De plus A est auto-adjoint : soit f; et fo deux
élements de L2(€), notons uy = Afy et ug = Afa, on a alors, en utilisant (4.4)

(Afl,fz):/ﬂulfz(x)dx:/gVULVUQ(ZE)diU:/Qfluz(@dJCZ(fl,Af2)-

De plus, 'opérateur A est compact :
si B est une partie bornée de L?(€2), i.e. Vf € B ||f||z2 < M, on a grace a (4.4) et & (4.5)

/ \Vu|? de < C?M?
Q

et donc la partie A(B) est bornée dans H} (). Or l'injection de HE () dans L?(Q) étant
compacte (théoréme de Rellich), il en résulte que A(B) est compacte dans L*(Q).

Enfin, il est clair que le noyau de A est réduit a {0} et que Vf € L?(Q),f # 0 on a
(Af, f) = [quf(z)dz = [, |Vu|*dz > 0 et donc toutes les valeurs propres de A sont
strictement positives. D’aprés la proposition, il existe une base hilbertienne de fonctions
propres (ey) et une suite de valeurs propres p, tendant vers 0 tels que Ae, = pneén,
c’est-a-dire

Vo € HY () un/ Ve, .Vu(z)dr = / env(x) dx
Q Q
ce qui implique en particulier

—Ae,, = l%nen dans 2

en € H(Q)

En posant alors A, = P«% on a bien le résultat annoncé.

Enfin les théorémes de régularité vus au paragraphe montrent, par récurrence, que e, €

H¥(w) et ceci pour tout entier k et tout sous-domaine w C . Comme (72, H* = C*,

on en déduit e, € C*°(Q).

Remarques :

— Ce qui a joué un réle dans la démonstration précédente, et qui est la méthode tra-
ditionnelle de preuve dans de nombreuses situations analogues, est la propriété de
Iopérateur laplacien d’étre d’inverse auto-adjoint compact.

— La suite de valeurs propres A, ne dépend que de la géométrie du domaine €2 et est
tres difficile & calculer dans la pratique dans le cas général. C’est seulement pour des
ouverts € trés particuliers que ’on saura déterminer les A, explicitement (voir exercice
ci-dessous).

— Le théoréme que nous venons d’énoncer dans le cas de conditions au bord "Dirichlet
homogene" peut également s’énoncer dans le cas d’autres conditions au bord (Neu-
mann, Fourier,...). Par exemple, il existe une suite de réels positifs 0 = pp < p; <
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po < ... <y ...et une suite de fonctions propres f, (formant une base hilbertienne)
telles que
—Af, = unfn dans Q
%’; = 0 sur 0f)
on les appellera les valeurs propres et les fonctions propres du laplacien-Neumann.

— On peut également changer 'opérateur, c’est-a-dire qu’au lieu du laplacien on peut
considérer un autre opérateur elliptique (cf remarque finale). Un cas particulier impor-
tant est celui de 'opérateur dit de Schrodinger :—A+g(x)I ou ¢(z) est une fonction de
L>(Q). Remarquez que s’il est nécessaire de supposer ¢ > 0 si I'on veut résoudre, par
exemple, l'e.d.p. —Au + g(z)u = f avec u € H}(Q) et ce afin que la forme bilinéaire
associée a ’équation

a(u,v):/QVu.Vv(x) dac—i—/gquv(:v) dx

soit coercive, il n’y a aucune condition de signe sur g pour le probléme de valeurs
propres. En effet, puisque il est évidemment équivalent de rechercher les valeurs propres
d’un opérateur A ou de l'opérateur A + kI et ce pour tout réel k, on peut toujours
choisir k suffisamment grand pour se ramener au cas classique.

Exercice 4.1 : Calculer, en utilisant une méthode de variables séparables (cf chapitre
1), la suite des valeurs propres, avec conditions au bord de Dirichlet et de Neumann, d’un
rectangle de R? et du disque unité de R? (dans ce dernier cas interviennent les fonctions
de Bessel et leurs zéros).

Donnons maintenant une application importante (plus d’un point de vue théorique que
pratique) de ces résultats. Soit © un ouvert de RY dont on va supposer qu’on connait
toutes les valeurs propres et tous les vecteurs propres associées au laplacien-
Dirichlet (pour fixer les idées : il apparaitra clairement que la technique qu’on va dévelop-
per ici s’applique aux autres types de condition au bord). On notera, comme d’habitude
An et ey les deux suites d’éléments propres. Supposons a présent qu’on souhaite résoudre
un probléme de Dirichlet :

—Au = f dans
(4.6) {

U = 0 sur 0N

avec f € L2(Q). Alors la connaissance des A, et e, va nous fournir une méthode trés
simple de résolution de (4.6), c’est la méthode de Galerkin :

Proposition 4.3.1 (Méthode de Galerkin) Posons

an = (f,en)r2 = /Qfen(:c) dx
alors

oo
Qp
u = g — e
An
n=1

est l'unique solution de (4.6).
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La démonstration est immédiate puisque les e, formant une base hilbertienne de L?(Q)
[ est limite dans L? de la série Y oo | o, €. De plus u est bien dans H} () puisqu’il est
limite d’une suite de fonctions de HE(2) et que celui-ci est fermé.

On comprend bien pourquoi cette méthode ne peut pas étre facilement employée dans la
pratique, le calcul des A, et e, étant trés délicat dans le cas général (c’est exactement
comme si on voulait diagonaliser une matrice pour résoudre un systéme linéaire). Par
contre, si les éléments propres sont déja connus (penser au cas d'un disque ou d’un
rectangle, cf exercice) alors la méthode de Galerkin devient effectivement trés intéressante
car le calcul des «, est trés simple (de surcroit, dans la pratique, on n’a besoin de ne
calculer que les premiers car le rapport i‘—z peut tendre assez vite vers 0).

Exercice 4.2 : Résoudre, grace a la méthode de Galerkin, le probléme

—Au = 1 dans ()
U = 0 sur 00

ou  est le carré unité de R2.

4.2.3 Formule de min-max

Nous allons maintenant donner des formules fort utiles qui caractérisent les valeurs
propres, qui sont connues sous le nom de formules de max-min de Courant-Fischer. Nous
avons déja vu, dans le chapitre précédent que la premiére valeur propre du laplacien-
Dirichlet pouvait se caractériser comme la solution d’un probléme de minimum :

Vu|? dx

)\1 = inf / ‘Vu|2 dr = inf ‘/‘Q‘Qil

weHE(Q) JQ ueH} () fQU (x) dx
”uHL2:1 u#0

I’inf étant atteint justement pour u = e la fonction propre associée & A;. Sil’on veut cal-
culer maintenant, non plus seulement la premiére valeur propre, mais aussi la deuxiéme,
la troisiéme, etc...on peut procéder ainsi :

soit Lx_1 =Vect|e1,ea,...,ex_1] le sous-espace vectoriel engendré par les k — 1 premiéres
fonctions propres. Comme A (I'opérateur inverse du laplacien défini dans la démonstra-
tion ci-dessus) laisse invariant Ly il laisse aussi invariant son orthogonal L,ﬁ_l et donc
Popérateur A restriction de A a Li_l est encore un opérateur continu, auto-adjoint
et compact. On peut donc refaire toute la théorie précédente pour A; (dont les valeurs
propres ne sont autres que Ag, Ag41, - ... En particulier, si on minimise [, [Vu|?dz sur
Lit N {u € H}/||u|lz> = 1}, on obtiendra (grace au raisonnement déja cité du chapitre
2) la plus petite valeur propre de Aj, soit Ag. On a donc prouvé la formule :

Vul?d
(4.7) A = inf w
verfengy  Jou?(z)de

u€ler,ez,....ep—1]+
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Cette formule (4.7) a cet inconvénient que pour l'utiliser pour calculer la k-iéme valeur
propre, il est nécessaire de calculer auparavant les k-1 fonctions propres précédentes (et
donc aussi les k-1 valeurs propres correspondantes car on ne peut déterminer les fonctions
propres sans leur valeur propre). La formule que nous allons voir maintenant ne présente
pas cet inconvénient.

Nous noterons, pour tout entier k, Vi 'ensemble de tous les sous-espaces de dimen-
sion k de H}(Q).

Théoréme 4.4 (Formule de max-min de Courant-Hilbert)

(4.8) Ar = max ( min / \Vul|? dz)
VeV, 1 wevL
|U‘L2—
Démonstration :

Puisque V = Lj_1 est un sous-espace particulier de dimension k-1 et que

= inf / |Vu|? da

uEL

IIUHL%

on a immeédiatement

Ak < max ( min / |Vu|? dx)
VeVir_1 wevi Jq
flull L2=1
(ce qui démontrera au passage que le max est atteint pour V = Li_1).
Inversement, soit V' un sous-espace de dimension k-1 quelconque. Puisque Lj est de
dimension k et V+ de codimension k-1, il existe un vecteur ug € LNV + avec ||ugl| 2 = 1.

d’ou

(4.9) inf /ywﬁmg/ |Vuo|? d.
uevL Q Q
llull p2=1

Or, comme ug € Ly, il s’écrit
k
ug = Z ;€.
i=1

Notons alors vg = Zle Aiaie; de sorte que
k k 1
Avg = Z Ao Ae; = Z aje; = ug (puisque Ae; = xei).

i=1 i=1 v

Calculons alors [, |Vug|? dz. Par la formule de Green, elle est donnée par

[ 1Vuof? = (vo, 4v0) = (v0,w0) ZM
Q
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car la base des vecteurs propres est orthonormée. On en déduit immédiatement, les
valeurs propres étant rangées dans l'ordre croissant :

k
(4.10) / Vo> do < M\ Y af =
Q i=1

car |jugl|® = Zf L a2 = 1. On tire alors de (4.9) et (4.10)

inf / |Vul|? dz < A
uevVL
lull 2=1

ce qui prouve l'autre inégalité.

On démontrerait exactement de méme la formule suivante

Théoréme 4.5 (Formule de min-max ou Principe de Poincaré)

Ar = min ( max |Vul|? dx)
Vevy ueV Q
llull L2=1
Nous venons de donner la formule de max-min dans le cas du laplacien-Dirichlet, on peut
démontrer exactement de la méme maniére une formule de max-min ou de min-max pour
le laplacien avec conditions de Neumann :

(4.11) prp = max ( min /]Vu|2dac = mm max /|Vu\2dx
VEWk 1 wevLl uevV
flul[2=1 HuHLz—

ot Wy, désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels de H'(Q) de dimension k. De méme,
on peut aussi donner une formule analogue pour l'opérateur de Schrédinger :

2

/\k_vrg‘jakxl jgri /]Vu\ dm—i—/qu (x)dx).
l[ull 2=1

Une application importante des formules de max-min est la comparaison des valeurs

propres pour différents problémes. Ainsi, il est évident en comparant (4.8) et (4.11) (tout

sous-espace de H& est aussi sous-espace de H') qu’on a l'inégalité suivante entre les

valeurs propres du laplacien-Dirichlet et du laplacien-Neumann :

VkeN pup < Ag.

De méme, soit 1 C Qg deux ouverts de RY | alors puisque toute fonction de H{ (91) peut
se prolonger (par 0) en une fonction de H&(Qg), I’ensemble des sous-espaces vectoriels de
H (1) de dimension k est contenu dans I’ensemble des sous-espaces vectoriels de H ()
de dimension k. La formule de min-max nous permet alors immédiatement de comparer
les valeurs propres (laplacien-Dirichlet) des deux ouverts :

Proposition 4.5.1 Si Q1 C Qs, alors, pour tout n
)\7(12) S >\£11)

ot /\S) et )\7(12) désignent bien évidemment les valeurs propres de 1 et Qo respectivement.
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On trouvera une autre application, dans le méme esprit, dans ’exercice suivant.

Exercice 4.3 : On considére 'opérateur dit de Sturm-Liouville

d2

Av=—23

u+q(z)u

défini pour u € H}(Ja,b]), ou ¢ € L°(Ja, b])

1) Montrer I'existence d’une suite croissante de valeurs propres A, et de fonctions propres
en pour 'opérateur A. Donner un encadrement de A; en fonction de ¢g. Calculer les A\,
dans le cas ou g est constant.

2) On se donne dans cette question deux opérateurs A; et Ay correspondant respective-
ment & des fonctions ¢ et g2. On note AL et A2 les suite respectives des valeurs propres
de A; et As. On suppose, de plus, que |q1(t) — g2(t)| < M pour tout ¢ €]a,b[. Montrer
que [\, — A2| < M pour tout n.

3) En déduire qu'il existe une constante C telle que

2,2

n-m
<C

|)‘n_m‘ >

et donc que la suite des A, /n? est convergente.
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Chapitre 5

Problémes d’évolution

Les probléemes que nous allons considérer dans ce chapitre dépendent maintenant du
temps t. Ils seront donc posés sur un domaine spatio-temporel du type [0,7] x Q. De
plus, on aura toujours besoin de données initiales afin que le probléme soit bien posé.
Dans toute la suite, on supposera ’ouvert {2 borné.

5.1 Problémes paraboliques

On va considérer ici le probléme modéle qu’est ’équation de la chaleur. On se donne une
fonction ug définie sur € et une fonction f(t,z) (source de chaleur) définie sur [0, 7] x §2
et il s’agit de trouver une fonction wu(t, z) solution de

% —Au=f  dans |0,T[x$}

(5.1) u=0 sur 0, T[x 00
u(0,x) = up(x) dans Q.

Physiquement, la fonction u(t, z), solution du probléme (5.1) représente la température
au temps ¢ et en un point z d’un corps €2 initialement porté a la température ug, dont
le bord est maintenu & une température de 0 et soumis & la source de chaleur f. Bien
entendu, on peut considérer le méme type de probléme avec d’autres conditions au bord
(bord parfaitement isolé, échange de chaleur avec I’extérieur) comme lors du chapitre 3.
Commencons, comme nous l’avons fait tout au long du chapitre 3, par écrire une formula-
tion variationnelle du probléme (5.1). Pour cela, multiplions ’équation par une fonction
test v € H} () et intégrons sur €, il vient

Ou (t,z)v(x)dx — / Au(t,z)v(z)dr = / ft,x)v(x)dz .
o Ot Q Q
En utilisant la formule de Green et le fait que (au moins formellement)

ou d

— (t,z)v(z)dr = o

T u(t, x)v(z)dr

on obtient finalement

(5.2) jt/Qu(t,x)v(x)d:c+/vau(t,x).Vvdx:/Qf(t,az)v(x)dw.
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Pour rechercher la solution u dans les bons espaces, on est conduit & séparer la variable
t de la variable x de la facon suivante. On considére que pour tout t € [0,7] fixé, la
fonction u(t) : = + wu(t,x) est définie sur Q. On identifie ainsi la fonction u avec la
fonction t — wu(t) définie sur [0, 7] et a valeurs dans un certain espace de fonctions (par
exemple L?(£2)) qui sera précisé & chaque fois. Ainsi, on introduit, par exemple, I'espace
L%(0,T, H}(£2)) qui est espace des fonctions ¢ — u(t) a valeurs dans H}(£2) et de carré
intégrable en ¢. Il est alors muni de la norme :

1/2

T
lullsormyen = ([ 1Oy e ot

Cette norme en fait un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant étant facile a
imaginer. De méme, on sera amené a travailler avec I'espace C°(0, T, L?(€2)) des fonctions
t — u(t) & valeurs dans L?(Q) et continues en la variable t. Cet espace est muni de la
norme :

ullcogo,r,L2(0) = nax, lu()llr2() -

On vérifie aisément que cet espace est un espaces de Banach pour la norme ci-dessus
définie. Il est clair qu’on peut définir d’autres espaces sur le méme modéle en fonction
des circonstances. Enfin, on notera a(u, v) la forme bilinéaire correspondant au probléme
de Dirichlet définie par :

a(u,v) = / Vu.Vudx .
Q

Avec toutes ces nouvelles notations, le probléme (5.2) peut se réécrire de la fagon suivante.
Etant donnés ug € L2(Q) et f € L2(0,T, L?()), on cherche une fonction u telle que

(5.3) u € L*(0,T, H}(Q)) N C%0,T, L*(Q))
(5.4) Yv € H&(Q), % (u(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v) et u(0)=ugp.

L’égalité ci-dessus est & considérer au sens des distributions et les expressions du type
(, ) désignent comme d’habitude des produits scalaires L2

Pour résoudre ce probléme, on va procéder par analyse et synthése. On va tout d’abord
chercher une expression possible de la solution et on vérifiera ensuite que cette expression
convient bien. Pour cela, il va s’avérer trés pratique de travailler dans la base hilbertienne
des fonctions propres du Laplacien avec condition de Dirichlet sur I’ouvert €2 introduite

au chapitre précédent. Nous noterons donc 0 < A\; < Ao < ... les valeurs propres et
©1, 92, ... les fonctions propres associées formant une base hilbertienne de L?(().
Analyse

Proposition 5.0.2 Si u est solution du probleme (5.8), (5.4) alors elle est donnée par
le développement en série

(55) ) =3 (g4 [ (1)) e s )

n=1

En particulier, si u existe elle est unique.
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Démonstration : Soit u une solution du probléme. Pour tout ¢ € [0, 7], u(t) étant une
fonction de L?(12), elle se développe dans la base hilbertienne des ¢, :

o0

u(t) =Y (ult),on) @n -

n=1

Comme de plus, u(t) € H}(£2) on a par formulation variationnelle du probléme de valeurs
propres :
a(u(t)7 (1071) = /\n(u(t)a Spn) :

Posons ay, (t) = (u(t), ¢rn). En remplacant v par ¢, dans (5.4) et en identifiant par unicité
du développement dans la base hilbertienne, on obtient que v, est solution de I’équation

différentielle
{ o), () + Ao (t) = (f(2), n)
an(0) = (uo, ¢n)

dont la solution n’est autre que

an(t) = (u()a (Pn)ei)\nt + /Ot(f(s)7 Son) ei/\n(tis) ds

d’out le résultat.
Syntheése

Théoréme 5.1 La série donnée en (5.5) converge pour tout ug € L*(Q) et
f € L0,T,L*(Q)) et sa somme est solution du probleme (5.8), (5.4).

Démonstration : Considérons les sommes partielles de la série

U (1) = nﬁ; ((uO,son)eA”t + /Ot(f(S),%) e (=) d8> n -

On va montrer que uy, est une suite de Cauchy a la fois dans L?(0,T, H}(Q)) et dans
C%(0,T, L*(Q)). Tout d’abord, il est immédiat de vérifier, en utilisant les relations exis-
tant entre les fonctions propres, que u,, vérifie, pour toute fonction propre ¢, avec n < m,
la relation

d

(5.6) =

(um (), n) + a(um(t), n) = (f(t), on) -

Soit alors deux entiers m et p avec p > m. Puisque, les ¢, forment une famille orthonor-
mée dans L?((2), on a en norme L? :

p

¢ 2\ 1/2
p(£) =t (8)] = ( > [(uo,%)e_”tﬂL /0 (F(s), s) M= ds] ) .

i=m-+1

De I’inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, on déduit :

P 1/2 p ' 9\ 1/2
iy (£) — um ()] < ( > <uo,soi>2e—w> +< > [ /0 <f<s>,@i>e—&<t—s>ds]> |

i=m-+1 i=m-+1

69
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On utilise maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour I’ intégrale, ce qui donne

([ erereas) < ([eneras) ([ enas) = o [0

Ceci fournit finalement

P 1/2 1 P T
(5.7) sup |up<t>—um<t>|§(§j <uo,¢i>2) +<2A1 > / <f<s>,so@->2ds>

t€[0,T] i=m+1

2

Maintenant, les deux séries suivantes

o0

uol> =~ (uo, pn)?

n=1

0 T
HfHL2(o,T,L2(Q)) = Z/o (f(s), (Pn)z ds
n=1

étant toutes deux convergentes, on peut rendre leurs sommes partielles de m + 1 a p
arbitrairement petites. Il en résulte d’aprés (5.7) que la suite u,, est une suite de Cauchy
dans C°(0, T, L*(2)).

Par ailleurs, on sait que les fonctions propres ¢, sont non seulement orthogonales pour
le produit scalaire L?, mais également pour la forme bilinéaire a(.,.). Plus précisément
a(wi, ;) = \id;;. En utilisant ces relations et en développant a(u, — U, Up — Up), on en
déduit :

p
a(tp — U, Up — Up) = Z Ai(up(t) — um(t), 901')2 =
i=m+1
P t 2
= % a4 e MO as)
i=m+1 0

On utilise maintenant le fait que la forme bilinéaire a(.,.) est coercive dans H{ :
l[up(t) — um ()l gy < L a(up — tm, up — ), ce qui avec l'inégalité entre nombres réels
(a+ b)? < 2(a® + b?) fournit

p t 2
lup(£) — wm (1) 13 g% DY ((uo,%)%—nit N < /0 (F(s), p5) e M=) ds) ) ,

i=m+1

On veut la norme dans L?(0,7T, H}(2)), donc on intégre 'inégalité précédente entre 0 et
T. On a d’une part
T
&/e2mﬁ:
0

et d’autre part, par Cauchy-Schwarz :

2
Ai </Ot(f(s)7%)e_ki(t—8) ds> < /Ot(f(S),goi)st By /t e=2Ni(t=9) g <

0

(1- e*QAiT) <

N =
N =

T
/ (F(s), o) 2ds
0

DN |
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d’otl1, en intégrant entre 0 et 71" :

i /OT (/Ot(f(s),(pi)e_/\i(t—s) ds>2 dt < g /OT(f(S)’%.)z ds .

En sommant, on a donc

T P T
[ 0 - w0y < 5 Y (w41 [ )2 as)
0 R — 0
On conclut alors exactement comme ci-dessus que la suite u, est une suite de Cauchy
dans L?(0, T, H}(9)). La suite u,, est donc convergente dans chacun des espaces. Comme
ceux-ci s’injectent continiment dans L2(0, T, L?(£2)) par exemple, la limite est la méme.
Notons la u. Il s’agit maintenant de vérifier que u est solution de I’équation de la chaleur.
Soit 1 une fonction fixée dans D(]0,T). Grace a (5.6), on a pour toute fonction propre
pn également fixée :

T dw T T
— [l G+ [ atwn). vt = [0 i

En passant & la limite en m, on en déduit :

T dw T T
- [Cen G [ atuneduwd = [ G@euod.

Comme les ¢,, forment une base hilbertienne, la relation précédente a lieu en fait pour
toutes les fonctions de L?(f), ce qui indique que u vérifie I'équation au sens des dis-
tributions. Enfin, pour la condition initiale, on a puisque u,, converge vers u dans
CO(0,T, L()),

U (0) — w(0) dans L*(Q) .

Comme d’autre part,

m

U (0) = Z(uo, ©n) on —> ug  dans L*(Q)

n=1
on a bien u(0) = ug, ce qui achéve la preuve du Théoréme.
On peut déduire aisément du développement en série de la fonction u la majoration

suivante qu’on peut voir comme un résultat de continuité de la solution par rapport aux
données ug et f :

Proposition 5.1.1 La solution w du probléme (5.3), (5.4) vérifie l'inégalité en norme
L2 .

t
(5.8) lu(t)] < |uole™ ! +/ |£(s) e ™) ds  pour tout t € [0,T]
0

ot \1 est la premiére valeur propre du Laplacien-Dirichlet.
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5.2 Problémes hyperboliques

On va suivre exactement le méme plan qu’a la section précédente. On va considérer ici
le probléme modéle qu’est I'équation des ondes. On se donne deux fonctions wug et uy
définies sur Q et une fonction f(t,z) définie sur [0,7] x Q et il s’agit de trouver une
fonction u(t, z) solution de

% —Au=f dans ]0, T[x$)
(5.9) u=0 sur |0, T[x 092
u(0,z) = up(z) et % (0,z) = ui(x) dans Q.

Physiquement, la fonction u(t, z), solution du probléme (5.9) représente le (petit) déplace-
ment au temps ¢ du point & d’un corps 2 soumis & une force extérieure f(t,x) sachant
que le déplacement initial est donné par ug, la vitesse initiale est u; et le bord du corps
Q) est fixé. Bien entendu, on peut considérer le méme type de probléme avec d’autres
conditions au bord (bord libre par exemple) comme lors du chapitre 3.

Commencons, 14 aussi, par écrire une formulation variationnelle du probléme (5.9). Pour
cela, multiplions ’équation par une fonction test v € H(}(Q) et intégrons sur 2, il vient

2u
; 88752 (t,z)v(z)dr — /QAu(t,x) v(z)dr = /Qf(tx) v(z)dr .

En utilisant la formule de Green et le fait que (au moins formellement)

9%u d2
A 52 (t,z)v(x)dx = 12

/Qu(t,a:)v(a:)dx

on obtient finalement

2

(5.10) :112/Qu(t,x)v(x)dx—l—/Qqu(t,:v).Vvdx:/Qf(t,x)v(x)d:r.

Comme dans la section précédente, le probléme (5.10) peut se réécrire de la fagon suivante.
Etant donnés up € HE (), u; € L3(Q) et f € L*(0,T, L*(9)), on cherche une fonction u
telle que

(5.11) u € C°0,T, Hy ()N CY(0,T, L*(Q))

d? d
(5.12) Vo € HY(Q), —5 (u(t).v) +a(u(t),v) = (/(1).0) et u(0)=wuo, &
L’égalité ci-dessus est & considérer au sens des distributions et les expressions du type
(, ) désignent comme d’habitude des produits scalaires L2

On introduit, 1a encore les fonctions propres du Laplacien avec condition de Dirichlet sur
Pouvert 2. Nous noterons 0 < A\; < Ay < ... les valeurs propres et ©1, 2, . .. les fonctions
propres associées formant une base hilbertienne de L?(£2). On posera, pour tout entier
k, wi = v/Ar. Comme précédemment, on commence par montrer
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Proposition 5.1.2 Siu est solution du probleme (5.11), (5.12) alors elle est donnée par
le développement en série

u(t) = Z ((uo, ©n) cos(wpt) + wi (u1, @n) sin(wpt) +
(513) n=1

v t(f(:),%) st = 9)ds ) .

En particulier, si u existe elle est unique.

Démonstration : Adapter la démonstration de la Proposition 5.0.2.

De méme, l’existence se prouve en vérifiant que la série définie en (5.13) converge et que
sa limite convient :

Théoréme 5.2 La série donnée en (5.13) converge pour tout ug € H(Q), u1 € L*(Q)
et f € L?(0,T,L*(Q)) et sa somme est solution du probleme (5.11), (5.12).

Démonstration : Je la laisse au lecteur, il s’agit évidemment de s’inspirer de celle du
Théoréme 5.1.

Enfin, on peut déduire aisément du développement en série de la fonction u la majoration

suivante qu’on peut voir comme un résultat de continuité de la solution par rapport aux
données ug, uy et f :

Proposition 5.2.1 La solution u du probléeme (5.11), (5.12) vérifie l'inégalité :

al\u u dl 2 v alup, W u 211/2 t S S our tou
{atut,u) + 15 07} < fatu,w) + 1P} 1) as powr ot 1< 0,71,

En particulier, si f =0, on a l'égalité de l'énergie :

a(u(t),u(®) + |G (O = aluo,uo) + ur]”



