g

MINESNANCY

Analyse Numeérique

Cours de Antoine Henrot

Cours Tronc Commun Scientifique TCSS5AA
Semestre S5 : 2016-2017

Ecole des Mines de Nancy - Campus Artem - 54 042 Nancy Cedex
Tel: 03 55 66 28 10 - email: antoine.henrot@univ-lorraine.fr

Antoine Henrot IECL - Dép. Génie Industriel et Maths Appliquées






Introduction

Voici le polycopié du cours de Mathématiques I qui porte sur I’analyse numeérique. Il a pour
origine un cours d’analyse numérique rédigé par Michel Pierre il y a quelques années, mis
en forme sous KWIEXpar Manon Didry, puis enrichi et modifié en continu depuis.

Chaque chapitre correspond & une séance de cours. Dans le polycopié, chaque chapitre est

structuré de la facon suivante :

— D’abord le cours proprement dit, que vous devez lire avant la séance.

— Puis une liste d’exercices plutot de nature théorique, que vous pouvez faire pour vous
entrainer.

— L’énoncé du TD correspondant au chapitre, TD que vous réaliserez en salle machine
I'aprés-midi.

— Enfin, une petite fiche "aide-mémoire" qui pourra étre utile & certains pour préciser des
points relatifs aux mathématiques sous-jacentes au chapitre.

Pour résumer : pour lundi 19 septembre, date du premier cours, il vous est demandé de lire
le premier chapitre et de noter sur une feuille les questions que vous souhaitez poser durant
la séance. En effet la premiére heure en Amphi est consacrée pour partie a la réponse aux
questions des éléves. Durant les deux heures suivantes, vous ferez, en salle machine, des
exercices et des petits programmes en Matlab pour illustrer les notions vues en cours.

Antoine Henrot
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Chapitre 1

Les erreurs en Analyse Numérique.
Notions de conditionnement et
stabilité

1.1 Introduction

Dans le titre de ce chapitre, le mot erreur n’est pas pris au sens de faute (raisonnement
faux dans la méthode, instruction fausse dans le programme). Il ne concerne que des erreurs
imévitables. On peut les classer en trois catégories :

— Les erreurs sur les données. Elles peuvent étre dues a I'imprécision des mesures phy-
siques ou au fait que les données proviennent elle méme d’un calcul approché. Elles sont
imposées, en quelque sorte, de 'extérieur et nous ne pouvons agir sur elles. Néanmoins,
la maniére dont elles se propagent au cours des calculs est davantage du ressort du cal-
culateur. L’analyse de cette propagation sera évoquée au cours de ce chapitre. Elle est
lice aux notions de conditionnement et de stabilité (voir section 1.3).

— Les erreurs d’arrondi. Ce sont les erreurs dues au fait que la machine (dans ce cours,
ce terme désignera indifféremment la calculette de poche ou l'ordinateur) ne peut repré-
senter les nombres réels qu’avec un nombre fini de chiffres. A chaque opération mathé-
matique élémentaire, il pourra y avoir une perte de chiffres significatifs. Le calculateur
doit donc étre vigilant quand le nombre d’opérations est trés important. Cela va faire
I’objet du prochain paragraphe.

— Les erreurs d’approximation ou de discrétisation. Ce sont les erreurs qu’on com-
met, par exemple, lorsqu’on calcule une intégrale a I'aide d’une somme finie, une dérivée
a 'aide de différences finies ou bien la somme d’une série infinie & ’aide d’un nombre
fini de ses termes (on parle alors quelquefois d’erreur de troncature). Une situation qu’on
rencontrera souvent également consiste & approcher une fonction, solution d’une certaine
équation fonctionnelle ou aux dérivées partielles, par une combinaison linéaire finie de
fonctions élémentaires. Ce type d’erreurs est bien siir fortement lié a la méthode em-
ployée. Un des buts de ’analyse numérique consiste justement & évaluer ces erreurs de
discrétisation pour chaque algorithme mis en place. C’est donc un souci qui nous accom-
pagnera tout au long de ce cours.

11



12 CHAPITRE 1. ERREURS, CONDITIONNEMENT ET STABILITE

1.2 Arithmétique machine

1.2.1 Représentation machine des nombres réels

Le systéme de représentation machine des nombres réels le plus utilisé en calcul scientifique
est celui de la représentation en virgule flottante normalisée. Un nombre x # 0 s’écrit

xz~+mbP

ou b est la base de numération (entier supérieur ou égal a 2), m la mantisse (ensemble
de chiffres de la base b) et p l'exposant (entier relatif). Dire que la représentation est
normalisée, c’est supposer

bl<m< 1

Par exemple, le nombre 395.2134 en base 10 s’écrit +.3952134 10%3 ou, plus souvent,
+.3952134 E+3. Les bases b = 2 ou les puissances de 2 sont fréquemment utilisées par les
constructeurs d’ordinateurs. Cela signifie, par exemple que tous les calculs internes sont
faits en base 2 et seul le résultat affiché est traduit en base 10.

La mantisse m est donc un nombre qui commence toujours par 0. ... et qui s’écrit avec
un nombre maximum N de chiffres significatifs (imposé par le choix de la taille des empla-
cements mémoires alloués au type réel). Signalons la possibilité offertes sur la plupart des
ordinateurs (mais pas sur les calculatrices!) de travailler en double précision, c’est-a-dire
essentiellement avec une mantisse comportant 2N chiffres significatifs. Cette possibilité est
évidemment cotteuse en temps de calcul et ne doit surtout pas étre utilisée systématique-
ment. Elle est intéressante, en particulier, quand on n’est pas trés str de la stabilité d’un
algorithme, pour pouvoir comparer des résultats obtenus en simple précision et en double
précision.

L’exposant p est lui aussi limité par la machine avec laquelle on travaille. Si p est hors des
limites permises (i.e. trop grand ou trop petit en valeur absolue), le nombre x ne sera pas
représentable en machine : elle affichera alors un message du type exponent overflow ou
plus simplement Inf (Infini) quand le nombre est trop grand, ou elle affichera 0 s’il est trop
petit, voir Exercice 1.1. On appelle quelquefois capacité le plus grand nombre avec lequel
peut travailler la machine et pas le plus petit nombre. Par exemple en Matlab, realmin
désigne le pas, realmaz la capacité.

La différence entre la valeur exacte d’'un nombre x et la valeur * de sa représentation est
appelée erreur d’arrondi. Elle est majorée par %b‘N bP, soit en valeur relative :

N pNpp piN

T —x*
< < =
- 2z = 2pr-1 2

X

Cette erreur est systématiquement présente dans tout calcul arithmétique sur nombre réel
effectué par un ordinateur. Elle fait que 'arithmétique numeérique n’a pas la précision
de l'arithmétique mathématique et peut, si on n’y prend garde, conduire & des résultats
inexacts, voire aberrants, comme le montrent les exemples suivants et les exercices.

1.2.2 Perte de chiffres significatifs

Pour faciliter la compréhension, nous nous placerons dans ’environnement rassurant de la
base 10, les phénoménes étant du méme type dans toute base.



1.2. ARITHMETIQUE MACHINE

Exemple 1.1 Supposons que dans un calcul apparaisse la quantité x = m — 3.1415 (ou
m = 3.141592653589793 . ..). Si on travaille avec 8 chiffres significatifs (comme beaucoup
de calculettes), le nombre 7 sera représenté par : 7" = 0.31415927 10~! en virgule flottante
normalisée. On aura donc

x = 0.31415927 10~ — 0.31415 10~! = 0.0000927 10~ = 0.927 10~

On constate que x ne contient en fait que 3 chiffres significatifs et non 8, soit une perte
séche de 5 chiffres significatifs. Ce genre de phénoménes peut surgir a tout moment d’un
calcul. Nous verrons de nombreux exemples d’algorithmes conduisant a faire la différence
de 2 nombres proches.

Exemple 1.2 : Soit a calculer le quotient

XN T —3,1415

A = =
XD ~ 10%(w — 3,1515) — 0,927

En travaillant avec 8 chiffres significatifs, on a :

XD =10%0,927.10"%) — 0,927 = 0,0

™ = 3,1415927 A=FERREUR

m* = 3,14159265 A = —0,18530...

™ = 3,141592653 ] A=-0,197134...

™ = 3,141592654 | A= —-0,201427...

™ = 3,1415926535 | A = —0,1992548...

™ = 3,1415926536 | A= —0,1996844...

™ = 3,14159265358 | A = —0,1995984...

™ = 3,14159265359 | A = —-0,19964143...
T = 3,141592653589 A = —0,19963713...
™ = 3,1415926535897 | A = —0,199640143...
™ = 3,1415926535898 | A = —0,1996405743...
T = 3,14159265358979 A = —0,1996405312
™ = 3,1415927653589793 | A = —0,1996405439...

On constate que pour obtenir p chiffres significatifs pour A, il faut représenter 7 a l’aide
de p + 8 chiffres significatifs.

Dans le tableau ci dessus, le symbole | signale des représentations avec le méme nombre
de chiffres, tous étant identiques sauf le dernier.

Exemple 1.3 : L’addition numérique n’est pas associative : en virgule flottante & n chiffres
significatifs, (a + b) + ¢ peut étre différent de a + (b + ¢). C’est le cas avec le choix suivant
ou les calculs sont faits avec 8 chiffres significatifs.

a : =0,23371258.10*
b : =0,33678429.10°
¢ : =-0,33677811.10°

a + b = 0,00000023(371258).10% + 0, 33678429.10% = 0, 33678452.10>.

13



14 CHAPITRE 1. ERREURS, CONDITIONNEMENT ET STABILITE

On remarque que, dans cette addition, les 6 derniers chiffres de a sont perdus. Ainsi :

(a+b)+c = 0,33678452.10° — 0,33677811.10*
= 0,00000641.10% = 0,641.1072.

Par ailleurs :

b+c = 0,33678429.10% — 0,33677811.10
= 0,00000618.10% = 0, 618.107>

a+ (b+c) =0,02337125 (8).10~> + 0,61800000.10~3 = 0, 64137126.10>.

Essayons d’analyser le phénomeéne ci-dessus. Si vf (a + b) désigne le résultat de I’addition
a+b,ona:
vf(a+b)=(a+b)(1+e1)

ol g1 désigne 'erreur relative commise dans le calcul : celle-ci dépend de la précision de la
machine. On sait qu’elle est majorée par %51_” soit ici 5.107%. Posons n = vf (a +b). On
a alors

vf(l@+b)+¢) = vf(n+ec)=m+ec)(I+e) |2 <5107°
[(a+b) (1+e1)+ (1 +e2)
= a+b+c+(a+b)eg(I+e2)+ (a+b+c)eoa.

At F(ath)+o)—(atbto b
v a+b)+c)—(a+0+c a+

_ 1 .

a+b+c a—i—b—i—cgl( +e2) e

De la méme facon :

vfla+(b+¢)—(a+b+c) b+c
= 1 .
a+b+c arbrosITed)te

On voit que les erreurs &1 (1 + &2), €3 (1 + £4), environ égales &4 5.1078 sont soumises & des
coefficients amplificateurs

b b
_at+o ~ 5.10%, _b+ec ~0,9.
a+b+c a+b+c
Ceci explique pourquoi le second calcul est plus précis que le premier.

Remarque 1.1 Dans les calculs ou interviennent des nombres d’ordres de grandeur dif-
férents, il est en général préférable d’effectuer les opérations en groupant ceux d’ordres de
grandeur similaires pour éviter les pertes de chiffres significatifs.

1.3 Notions de conditionnement et stabilité

Ces deux notions, toujours présentes en analyse numérique, sont relatives a la propagation
plus ou moins importante des erreurs d’arrondi dans un calcul donné. Nous les rencontrerons
a différents endroits dans ce cours, notamment :
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— la stabilité d’un schéma de résolution d’équations différentielles, voir Définition 4.2

— le conditionnement de la résolution d’un systéme linéaire, voir la section correspondante
dans le chapitre sur la résolution de systémes.

— la stabilité d’un schéma de résolution d’une équation aux dérivées partielles par différence
finie, voir section 3.2.3.3

Nous les étudions ici dans le cas plus simple de ’évaluation d’une fonction.

z€R+— f(x) eR.

1.3.1 Conditionnement

Le conditionnement d’une fonction décrit la sensibilité de la valeur de cette fonction & une
petite variation de son argument

f(x)— f(xx) T — X%

en fonction de
f(z)

lorsque © — x* est petit. Pour une matrice A, son conditionnement est un nombre qui
mesure la variation relative de la solution du systéme linéaire AX = b quand on perturbe
le second membre b ou les coefficients de la matrice eux-mémes. Plus généralement, on dira
qu’un probléme est bien conditionné si de petites variations sur les données induisent de
petites variations sur le résultat. Dans le cas contraire, on dit qu’il est mal conditionné.

Pour en revenir au conditionnement d’une fonction, si celle-ci est suffisamment réguliére,
mettons de classe C', on a évidemment :

fla) = flax) o —wx

zf' (z)
f (x) x '

f ()

~

D’ou on tire :

Définition 1.1 On appelle conditionnement d’une fonction numérique f de classe C' en
un point x, le nombre

_ |z (=)
cond(f)y = @) |
Exemple 1.4 : f (z) =z
af' (2)] _1
flx) | 2

Ceci correspond & un bon conditionnement, puisque l’erreur relative sur f(x) sera au plus
moitié d’une erreur relative sur x.

Exemple 1.5 : f(z) =a—2x

zf ()
f ()

Ici, le conditionnement est trés mauvais si  est voisin de a. Ceci correspond aux exemples

1.1,1.2, 1.3.

X

a—

15
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1.3.2 Stabilité

La stabilité décrit la sensibilité d’un algorithme numérique pour le calcul d’'une fonction
f (z). Plus généralement la stabilité d’un algorithme décrira sa sensibilité a la propagation
des erreurs. C’est donc une notion extrémement importante en analyse numérique et nous
la retrouverons a différentes reprises dans ce cours.

Exemple 1.6 : Revenons au cas d’une fonction et considérons
fx)=Vz+1-uz

Le conditionnement de cette fonction est égal a :

of (x)| x(f—ﬁ)_ 1 1) e
f(x) o0 /r@+1) Votl-yz| 2Vaz+1

Cette derniére expression étant proche de % pour z grand. Donc, si x est grand, le condi-
tionnement de f est bon. Cependant, dans un calcul & 6 chiffres significatifs, on a :

f(12345) = /12346 — v/12345 = 111,113 — 111, 108 = 0, 500000.1072.

Or un calcul précis donne : f (12345) = 0,4500032....1072. On a donc une erreur de 10%
ce qui est trés important et peu en accord avec le bon conditionnement de f. Ceci est di
a algorithme utilisé dans ce calcul que l'on peut expliciter comme suit :

xro : = 12345
r1 : =x9+1
T2 1 =4/T1
x3 1 =+/To

T4 = T2 — XT3

Il y a quatre fonctions & intervenir et, & priori, méme si le conditionnement de f est bon, il
se peut que le conditionnement d’une ou plusieurs fonctions utilisées dans l’algorithime soit
supérieur a celui de f. C’est ce qui se produit ici pour la fonction 3 — x4 = x2 — x3 (22
étant supposé fixe) dont le conditionnement est grand lorsque z3 est voisin de z2 comme
on I'a vu précédemment.

En conclusion, le choix d’un bon algorithme numérique est essentiel. Par exemple, ci-dessus,
un meilleur algorithme est obtenu en utilisant :

f) =VaTF T = VE= ——

Dans ce cas, toujours avec 6 chiffres significatifs :

1

= =0,450002.10~2
V12346 4+ /12345 222,221

£(12345) =

ce qui donne une erreur relative de 0,0003%. Dans la méme optique, ’exemple suivant peut
aussi étre medité.
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Exemple d’instabilité : Imaginons qu’on souhaite calculer e a 1’aide de sa série de Taylor

n

N
x
X
el ~ — pour N grand
S o
n=

ce qui est naturel car on sait que la série est trés rapidement convergente. On peut alors
écrire le programme Matlab suivant (on somme jusqu’a ce que le nouveau terme z"/n!
qu’on ajoute ne change plus rien) :

function z=exptay(x)\\z=1;
zold=0;

y=1;

n=0;

while z ~ = zold

n=n-+1;

y=y*x/n;

zold=z;

Z—72+Y;

end

Pour x = —21 le programme précédent donne la valeur (négative!!) —3.1649 * 10~ alors
que la valeur exacte est exp(—21) ~ 0.7582560 % 10~°. La raison en est que pour cer-
taines valeurs de n dans l’algorithme on somme des nombres trés grands, par exemple pour
n = 19,20,21,22 le terme y = (—21)"/n! est supérieur a 10%. Donc 'erreur de chute qu’on
commet & ce moment 14, méme en travaillant avec 16 chiffres significatifs, pollue compléte-
ment le résultat final. Il s’avére que pour x > 0, la formule e™ = eiw donne lieu & un calcul

beaucoup plus stable, méme si e” est calculé avec la formule de Taylor.

1.3.2.1 Algorithme implicite

Donnons un dernier exemple!. Supposons qu’on souhaite calculer, pour les premiéres va-
leurs de I'entier n, 'intégrale

1 n
X
I, = dz.
n /Oa:+10x

On obtient facilement 0 < I, < I,,11 < 1/10(n + 2) pour tout n. Il semble astucieux de
calculer I, par récurrence puisqu’une simple intégration par parties donne

1
I = —— —101,. 1.1
n+1 n+1 On ( )

En partant alors de Iy = log1.1 et en calculant les différents termes de la suite par la
formule de récurrence (1.1) on obtient (en supposant qu’on travaille avec 5 chiffres aprés

1. Exemple adapté de Dahlquist-Bjorck [1974]
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la virgule) :

Iy ~ 0.09531

I; ~ 1-0.9531 =0.0469

Is ~ 0.5-0.469 = 0.0310

Iz ~ 0.33333 — 0.31000 = 0.02333
I, ~ 0.25-0.2333 = 0.0167

Is ~ 0.2-0.167=0.033

Is ~ 0.16667 — 0.33 = —0.16333

Iz ~ 0.12541.6333 = 1.7583

Is ~ 0.11111 — 17.583 = —17.47189

On voit que dés le calcul de I5 il y a un probléme car la suite n’est plus décroissante.
Ensuite les valeurs donnent franchement n’importe quoi. On a 14 un phénomeéne d’instabilité
typique car les valeurs calculées commencent & changer de signe avec une valeur absolue
qui grandit de plus en plus. En fait, on en comprend facilement la cause : le premier terme
Iy est forcément connu avec une erreur ¢ (inférieure a4 1076 ici), mais la multiplication par
10 & chaque étape de la formule de récurrence multiplie également ’erreur par 10. Aussi
dés le 6éme terme, on peut imaginer que erreur est de l'ordre de 10% donc de l'ordre de
I’'unité et c’est bien ce qu’on constate.

11 serait beaucoup plus intelligent ici d’utiliser la formule de récurrence en sens inverse :

1 In+1

T 10(n+1) 10 (12)

I,

c’est-a-dire de fagon implicite (puisqu’on suppose qu’on connait I,4; au moment ou on
veut calculer I,,). En effet, on sent bien que cette fois I'erreur sera divisée par 10 (et non
multipliée par 10) a chaque itération. Donc méme en partant avec un résultat tres faux,

du type I15 = 0, on va avoir Ig, Ig, ... avec une excellente précision :

I3 ~ 0.00714 — 0.00066 = 0.00648

I, ~ 0.00769 — 0.00065 = 0.00704

111 ~ 0.00833 — 0.00070 = 0.00763

Iip ~ 0.00909 — 0.00076 = 0.00833

Iy ~ 0.01—-0.00083 =0.00917

Is ~ 0.01111 —0.00092 = 0.01019

I; ~ 0.0125—0.00102 = 0.01148

Is =~ 0.01429 — 0.00115 = 0.01314

en fait, les résultats sont exacts, dés n = 12 (et donc pour toutes les valeurs n < 12).
Nous verrons d’autres exemples dans la suite ol le choix d’un algorithme implicite permet
d’éviter de gros problémes d’instabilité.

1.4 Conclusion

Afin de limiter la propagation des erreurs d’arrondi, il faut essayer d’anticiper en utilisant
des algorithmes dont la stabilité est optimisée par un choix d’opérations intermédiaires a
bon conditionnement.
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Les phénoménes soulignés dans ce chapitre ne pouvant étre, en tout état de cause, com-
plétement éliminés, on peut essayer d’évaluer ’erreur totale & laquelle un algorithme est
susceptible de donner lieu :

a/ en faisant un calcul en double précision et en confrontant le résultat au méme calcul
fait en simple précision. C’est ce que nous avons fait dans ’exemple 1.2. Cependant, cette
technique est trés cotiteuse en temps machine puisqu’elle peut multiplier le temps de calcul
par un facteur 8.

b/ en faisant une analyse mathématique de 'erreur : ce peut étre une analyse rétrograde
de lerreur comme celle utilisée plus haut pour comparer (a +b) + ¢ et a + (b + ¢). Des
méthodes statistiques peuvent étre également utilisées. Nous renvoyons & la littérature
spécialisée pour ces questions le plus souvent délicates.

1.5 Exercices du chapitre 1

Exercice 1.1 En écrivant un petit programme, trouver la capacité et le pas de votre
calculatrice de poche ou de 'ordinateur.

Exercice 1.2 Calculer les racines de 'équation 2 4+ 111,11z + 1,2121 = 0 dans une
arithmétique a 5 chiffres significatifs (base 10) en utilisant les formules z = —b+vb —dac W,
puis z = Wﬁ’ et analyser les résultats.

Exercice 1.3 Estimer l'erreur faite dans le calcul de (cosz) el0e?
'erreur sur z est d’ordre 1076,

autour de x = 2 quand

Exercice 1.4 Trouver une méthode pour calculer :
sin (o 4+ z) — sina
lorsque z est voisin de 0, & la précision permise par le nombre de chiffres significatifs utilisés.

Exercice 1.5 Calculer, en arrondissant & quatre chiffres significatifs chaque calcul inter-
meédiaire, la somme des nombres suivants d’abord dans le sens croissant puis dans le sens
décroissant. Comparer les résultats.

0,1580  0,2653  0,2581.10! 0,4288.10! 0,6266.10° 0,7555.10°

0, 7889.10° 0,7767.10% 0,8999.10%.

1 1

Exercice 1.6 Les valeurs 1, ¢, &, -, 6% sont théoriquement générées par la suite zg = 1,

1 37
T1 = §, Tnt1 = 5 Tn — Tn_1 POUI tout n > 1.

Calculer les valeurs successives avec 4 décimales puis avec 8 décimales et comparer... On
constate une différence trés importante dés la 5éme étape. Expliquer !

19
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1.6 TD1 : Initiation Matlab

1. Découverte de ’espace de travail

2. Aide

2.1 Que fait la fonction Matlab rem?

2.2 Comment calculer les racines d’un polynome & l'aide de Matlab 7 Quel algorithme est
utilisé 7

2.3 Comment calculer numériquement une intégrale avec Matlab ?

3. Constantes prédéfinies

3.1 Combien vaut la constante realmaz?
3.2 Combien vaut 2*realmaz?

3.3 Combien vaut realmaz+17 Pourquoi?

4. Les matrices
4.1 Définir la matrice A suivante :

8 1 6
A= 3 5 7
4 9 2

4.2 Extraire I’élément ago, la premiére ligne, la deuxiéme colonne.
4.3 Définir les vecteurs suivants :

1
Vi=| 0 |etV2=(1 2 3)
1

Que vaut le produit de A avec V17 Avec V27
4.4 Que fait Matlab avec les expressions VI*V2, V2*V1, V1.*V2, V1.*V2’?
4.5 Construire la matrice B définie par blocs :

Al-A
B_<2A A)

4.6 Définir la matrice 8*8 suivante (utiliser la fonction diag) :

Résoudre le systéme Dz =y ot y*=(99 --- 9).
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5. Les graphiques

6.1 Tracer la courbe représentative de la fonction f : x — Arcsin(cos(x)) pour x compris
entre —4m et 47 en pointillé et en rouge. Ajouter sur le méme graphe des croix bleues aux
points (zg, f(xg)), avec xp = km, —4 < k < 4,

6.2 Tracer la courbe d’équations paramétriques :

{ x(t) = cos(t) + tsin(¢)

- <t<
y(t) = sin(t) — tcos(t) V¢ TIPSESID

Modifier ’aspect de la figure pour que 'axe des abscisses et ’axe des ordonnées aient la
méme échelle.
6.3 Tracer la surface d’équation : z = sin(z + siny) avec —3 <z <3 et -3 <y < 3.

6. Programmation

7.1 Ecrire une fonction triangle.m qui, étant donné trois nombres a, b et ¢, renvoie le péri-
métre et 'aire du triangle dont la longueur des cotés est égale & a,b et c. On rappelle que
si P est le périmétre, alors la surface est donné par :

S— iw?(p —2a)(P = 2b)(P — 20)

7.2 Modifier cette fonction en une fonction triangle2.m pour la rendre "vectorielle". C’est &
dire qu’elle puisse prendre non pas trois réels en entrée mais trois vecteurs de réels de méme
dimension A, B et C et calculer I'aire et le périmétre de tous les triangles (A(4), B(i), C(7)).

7.3 Modifier la fonction triangle.m pour que, s’il n’existe aucun triangle dont les longueurs
des cotés soient a, b et ¢, alors 'exécution de la fonction soit stoppée et un message d’erreur
affiché pour l'utilisateur.

7.4 Que calcule Matlab avec les deux fonctions :
function [al,t1]=suitel(n)

tic; function [a2,t2]=suite2(n)
a—zeros(l,n);a(l)=1;a(2)=1; tic;

for k=3 A=[11;10];
a(k)=a(k-1)+a(k-2) ; X=A"(n-2)*1;1];

end a2=X(1);

al=a(n); t2=toc;

tl=toc;

Comparer les temps de calcul.
7. Fonction Matlab

8.1 Quel est le minimum de la fonction p : z — %xQ

— % Inz?
8.2 Donner une valeur approchée de 'intégrale suivante :
1 —x
e
/ dx
0 1 + 1’2

8.3 Résoudre numériquement 1’équation :

cosr =e *

21
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1.7 Aide-mémoire

1.7.1 Formules de Taylor

Il existe différentes formules de Taylor qui difféerent essentiellement par l’expression du
"reste".

Pour une fonction f de classe C™ (c’est-a-dire une fonction n fois dérivable et dont la n-
iéme dérivée est une fonction continue), on a la :
Formule de Taylor-Young :

h2 n
— () + ...+ — £ (z) + he(h) (1.3)

flz+h) = f@) +hf'(z) + 3

ou £(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

Si on veut une expression plus précise du reste, on a les deux formules suivantes. Pour une
fonction f de classe C™*! on a la :
Formule de Taylor-Lagrange :

h2 n hn+1

e v p(n)
2f(x)+...+n!f (x)+(n+1)!

flx+h) = f(z)+hf(z)+ FOD (@ +0h) (1.4)
ot # est un nombre (qui dépend de z et de h) compris entre 0 et 1.

On a aussi la
Formule de Taylor avec reste intégral :

@ h—t)"

;" FrEOt) de (1.5)

2 n
fla+h) = f(a:)+hf/(a:)+% @)+ .+% f(”)(x)Jr/

T

Enfin, on parle de série de Taylor quand on fait tendre n vers 4+oco dans les formules
précédentes, tout en s’assurant de la convergence de la série par les techniques usuelles.

1.7.2 Intégration par parties

Si f et g sont des fonctions de classe C! sur I'intervalle [a, b], on a la classique
Formule d’intégration par parties :

b b
/f’(t)g(t)dtz(f(b)g(b)—f(a)g(a))—/ f(t)g'(t) dt (1.6)



Chapitre 2

Interpolation et approximation
polynoémiale

Dans ce chapitre, on dispose d’une fonction f, connue par exemple uniquement par ses va-
leurs en certains points, et on cherche & remplacer ou & approcher f par une fonction plus
simple, le plus souvent par un polyndéme. Nous verrons dans ce contexte, [’interpolation
qui consiste & rechercher un polyndéme qui passe exactement par les points donnés, ["in-
terpolation par morceauz, en particulier les fonctions splines ou 'expression du polyndéme
est différente sur chaque sous-intervalle, [’approzimation au sens des moindres carrés ou
on cherche & approcher au mieux la fonction, pour la norme euclidienne. Cette derniére
approche conduira naturellement aux fonctions trigonométriques et aux séries de Fourier,
et on présentera trés rapidement la Transformée de Fourier Rapide ou F.F.T.

2.1 Interpolation de Lagrange

2.1.1 Le polynéme d’interpolation

Soit f : [a,b] — R connue en n-+1 points distincts zg, 1, ...z, de U'intervalle [a, b]. Il s’agit
de construire un polynéme P de degré inférieur ou égal & n tel que

Vi=0,1,..n P(xz;) = f(x;) (2.1)

Théoréme 2.1 1l existe un et un seul polyndome de degré inférieur ou égal a n solution de
(2.1). Le polynome s’écrit

Po(z) =Y f(z:) Li(x) (2.2)
1=0

Liw)= ][] M (2.3)

k=0 ki

Remarque 2.1 Le polynéme P, est appelé polyndéme d’interpolation de Lagrange de la
fonction f aux points xg, T1,...Zy.
Les polynomes L;(x) sont appelés polynomes de base de Lagrange associés a ces points.

23



24 CHAPITRE 2. INTERPOLATION ET APPROXIMATION POLYNOMIALE

Démonstration du Théoréme 2.1 :

Existence : On vérifie directement que le polynéme donné par (2.2) est solution de (2.1).
Pour cela, on utilise le fait que Li(x;) = d;; (c’est-a-dire 1 si i = j, 0 sinon).

Unicité : Soit @ un autre polynome solution. Alors Vi = 0,1,..n Q(z;) — P(x;) = 0. Ainsi
Q) — P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n s’annulant en n + 1 points. Il est
donc identiquement nul.

Exemple 2.1 Interpolation linéaire. On applique (2.2) avec n = 1 pour trouver

N DN
Pi(z) = f(xo) oz T f@1) (o1 —20)"
Ceci s’écrit encore
Pi(z) = flao) + L@ ZS@) 0y (2.4)

1 — Xo

Remarque 2.2 L’écriture (2.2) du polynome d’interpolation est intéressante au point de
vue théorique, mais peu du point de vue numérique : elle a un caractére peu algorithmique.
De plus, son évaluation requiert trop d’opérations élémentaires.

On lui préfere la formule de Newton qui consiste & écrire le polynéme d’interpolation P,
aux points xg, 1, ...T, sous une forme généralisant (2.4) soit :

P,(z) =af +af (x —zo) + ... + a;, (x —x0) (x — x1) ... (& — Tp—1) .

Notons d’abord que tout polyndome de degré inférieur ou égal & n peut se mettre (et
ce de maniére unique) sous cette forme dés que les x; sont tous distincts, car la famille
l,z—x,...,(x —x0) (x — x1) ... (x — x,—1) est une base de I’espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal & n. L’avantage de cette écriture est que la partie tronquée

ag +al (x —x0) + a5 (x —xo) (x — 1) + ... + a1 (x — x0) (x — 21) ... (T — 2p—2)

n’est pas autre chose que P,_1(x) : en effet, il s’agit d’un polynome de degré inférieur ou
égal a n — 1 tel que :

Vi=0,1,..n—1 Valeur en z; = P,(x;) = f(z;).

Donc, connaissant P,,_1, il suffit de calculer a” pour connaitre P, (a” est aussi le coefficient
Y I n n
de 2™ dans P, écrit sous forme usuelle). Les a!, sont donnés par la formule de Newton :

Théoréme 2.2 (Formule d’interpolation de Newton) Le polynéme d’interpolation de
Lagrange de la fonction f auz points distincts xg, 21, ...Ty est donné par :

n i—1
Po(z) = flao,z1,..a] [ [ (= — z1) (2.5)
i=0 k=0
ou f[.] désigne les différences divisées de f définies par la formule de récurrence :
1,0y L] — 20y oy T
f[l'o,l'l,...,l’k;] = f[ : k] f[ 0 i 1]' (27)

Tk — 0
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Remarque 2.3 Par convention Hz;lo(x —x)=1sii<]1.

Démonstration : On la fait par récurrence sur le nombre de points z;.
— La formule (2.5) est vraie pour n =1 (cf. (2.4)).
— Supposons la vraie pour n points. On a alors :

n—1 n—1 n—2 n—1
Pou(w) = Pooa(@) +al [[ (@ —2) =Y flao,at, ooz [[ (@ = 20) + ol [ (@ — @)
k=0 =0 k=0 k=0
Reste a calculer aj,. Considérons
x — T Ty — T
= Q- —— P,
Q(z) P onn 1(z) + rup—— 1(z)

ot Qn—1(x) =>1" flx1, ..., ] Hz;i (x — xp) est le polynome d’interpolation de f aux n
points x1, xa, ..., Tyn. On vérifie immédiatement que :

Puisque degQ < n, Q = P,. Cette nouvelle expression de P, nous permet d’affirmer que
le coefficient de " de P,, est donné par

1 1

ar = ———f w1,y 2n] — ——— f [20, T1, v, Tn1] -
Ty — X0 Tn — X0

2.1.2 Propriétés des différences divisées

i) f[xo,21,...,2,] est invariant par des permutations sur les x; : en effet, permuter les z;
ne change pas le polynéme d’interpolation et donc ne change pas le coefficient du terme de
plus haut degré.

ii) si f = @ est un polynome de degré ¢

Osig<n
coefficient du terme de plus haut degré de @ si ¢ = n.

Q [zo, z1, ..., Tp] = {

En effet, si ¢ < n, linterpolé de f n’est autre que @ lui-méme.
iii) table des différences divisées : permet de calculer de fagon inductive les différences
divisées d’une fonction selon le schéma suivant :

ro  flzo]

f[an xl]
w1 fli] flwo, z1, 2]

f[xlaxQ] f[x07xlax2ax3]
Ty flza] flx, w2, 23]

f[$2, x3]
vy flzs]

f[$nflaxn]
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Les coefficients de la formule de Newton sont donnés par les premiers éléments de chaque
colonne (diagonale (1)).

iv) Interpolation entre des points équidistants : Les différences divisées peuvent alors étre
remplacées par des différences finies. On note :

zi=a+ih, i=0,.,N, N=22
s:=s(x) = T30 <= x = w0 + sh

f(x) = f(zo + sh) = fs.

Les différences finies sont obtenues par la formule de récurrence

i o fs si 1=0
Afs—{ AT — AT sid >0

On note aussi Al = A. Le lien avec les différences finies est :

1 .

Ceci se démontre facilement par récurrence sur le nombre de points. La formule d’interpo-
lation de Lagrange devient alors, (au lieu de (2.5)) ce qu’on appelle la formule de Newton

progressive :
n

Pu(2) = Pulwo + sh) = Y (z) Al fy (2.9)

1=0

ol on pose

. 3(3—1)...(3‘—24-1) Gi>0
(Z> - 1.2, (2.10)
1sii=0

Remarque 2.4 La notation (2.10) est bien sr une généralisation de la notation utilisée
pour les coefficients binomiaux correspondants a s entier positif (=nombre de fagons de
choisir ¢ éléments parmi s).

La formule (2.9) se démontre a partir de (2.5) et de (2.8) : on a en effet, en utilisant aussi
x—xp=(s—k)h

n i—1

Pua) =Y z;z N fo it T (5 = )-

=0 k=0

Remarque 2.5 avant ’ére des ordinateurs, ces formules étaient utilisées pour calculer des
valeurs approchées d’une fonction f en tout point & partir des valeurs données dans une
table (généralement en des points équidistants). le calcul des différences finies successives
permettait également de détecter les erreurs dans les tables. En effet, méme de faibles
erreurs sur les valeurs de f peuvent entrainer des oscillations importantes des différences
finies d’ordre supérieur.
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2.1.3 Erreur dans l’interpolation de Lagrange

Le but de 'interpolation étant de remplacer I’évaluation de f(x) par celle de P,(x), il est
important de connaitre ’erreur

En(x) = f(z) = Pa(z), =€ [a,b]

1
Exemple 2.2 Soit f(z) = e : pour une interpolation sur Uintervalle [—5, 5] avec des
x

10
zi=i——5 i=0,1,..,n
n

points équidistants,

on obtient les résultats suivants : n est le nombre de points et
Ep = max_s<o<s [f(z) = Po(x)] = max; [f(yi) — Pa(ys)]
ol on prend y; = % — 95,1 =0,...,100.

n|2 4 6 8 10 12 14 16
E, |06 04 0.6 1.05 191 3.6 7.2 140

Dans cet exemple, 'erreur augmente trés vite avec n ... ! Ceci est bien str paradoxal dans
la mesure ou on utilise de plus en plus d’informations sur f! On comprendra mieux ce qui
se passe aprés avoir vu le Théoréme d’erreur suivant.

Théoréme 2.3 Soit f : [a,b] — R, n+1 fois continument différentiable et P, le polyndéme
d’interpolation de Lagrange aux points xg, 1, ..., T, de [a,b]. Alors

My
@) = Pal@)] < oy Ima(@)] (211)
ol
My = maxg<z<b ‘f(n+1) (517)’ (212)
et

n

m(z) = [J(& - z:). (2.13)

=0
La démonstration va reposer sur le Lemme suivant.
Lemme 2.1 Sous les hypothéses du théoréme, il existe ¢ € [a,b] tel que

)

n!

flxoy oy xn] =

Démonstration : La fonction E,(z) = f(z) — P,(x) s’annule en n 4 1 points distincts.
D’aprés le théoréme de Rolle!, E! (x) s’annule en au moins n points distincts de [a, b].
A nouveau, d’aprés le méme théoréme, E/(x) s’annule n — 1 fois, etc... On obtient ainsi

que E™ gannule en un point ¢ € [a, b], soit £ (¢) = Pfln)(C). Comme P, est de degré n,

1. voir ’Aide-mémoire, section 2.6
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PT(Ln)(C) = a,n! on a, est le coefficient de x,, soit ici a,, = f [xg, x1, ..., Zy]. Ce qui démontre
le lemme.

Démonstration du théoréme : Soit T € [a,b]; notons @ le polynéome d’interpolation
aux points zg, r1, ..., Tn, 2. D’apres la formule de Newton, il est donné au point T par

Q(f) = Pn(f) + f [LL’(), Tlyeeny 'fnvf] Wn(f)
Mais puique Q(Z) = f(T) ceci donne
f(@) — P.(T) = f[xo, 21, ..., Tpp, T] T (T). (2.14)

Il suffit alors d’appliquer le lemme pour conclure a (2.11).

2.1.3.1 Analyse du Théoréme 2.3
Exemple 2.3 Soit f(z)
majoration facile |m, ()|
Pestimation (2.11) :

= €%; pour = € [a,b], on a M, 1 = €’. D’autre part, on a la
< ( a)™*! (pour tout choix des n + 1 points ;). Donc, d’aprés

(b _ a)n—H b

Va € [a,b], |f(x)— Pu(z)] < CE] e

En particulier,

lim |f(z) — Py(z)] = 0.

n—oo

Donc, dans le cas de la fonction exponentielle, plus on prend de points, meilleure est
I’'interpolation.

Remarque 2.6 On peut en fait démontrer la méme chose pour toute fonction développable
en série entiére au point ¢ + avec un rayon de convergence r > (b —a).

Lorsqu’on prend des points x; équidistants dans [a,b] - ce qui est fréquemment utilisé vu
la simplicité des calculs - on peut montrer que

-n

maXaSer ’Wn(.'lf)| S Cm(b - a)n+1 (215)
ou C' est une constante positive. Analysons I'exemple 2.2, & ’aide de ce résultat.
Soit f(z) = ﬁ,a = —b > 0. Pour dériver facilement f, on remarque que f(z) =
Sm ( ) d’ou fR)(z) = Im [%] k!; on en déduit, puisque
k1
1 T 1 k41
= () - e

X _ _ 1
ou 6 est tel que cosf = m, sinf = =

%sm(e(k +1)).

*) () —
) (x2+1)2
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On constate que, au moins pour k grand, My ~ k!. Les formules (2.11), (2.12) et (2.15)
donnent donc :

e*’n

\/ﬁlogn(%)n“'

max_q<z<q |[En(x)] < C

Conclusion : Si 2a < e, E,(x) converge vers 0 avec n.

Dans l'exemple 3.1, a = 5. Dans ce cas, le majorant ci-dessus tend vers l'infini. Ceci ne
permet plus de rien affirmer sur E,(x). Le calcul numérique de ’exemple 3.1 suggére que
E, augmente au lieu de diminuer. On peut en fait montrer que max|, <5 |Ey,(7)| ne tend
pas vers 0. Il faut donc étre trés prudent avec l'interpolation polynémiale.

L’estimation (2.11) du Théoréme 2.3 montre que l'erreur dépend d’une part des dérivées
de f, d’autre part du maximum de la fonction m,, qui lui ne dépend que du choix des z;.
On peut chercher a minimiser max,<,<p |mTp ()| en choisissant au mieux les points z;.

Il se trouve qu’un choix de points équidistants n’est pas du tout optimal, loin de la. On
peut démontrer que le choix optimal est obtenu & l’aide des points de Chebyshev, soit

. _ atb  b—a i+m . _
Ty = 457 + T Cos G5 ,0=0,1,...,n.

Les graphes de |7, ()| pour un choix de points équidistants et pour les points de Chebyshev
sont présentés a la figure 2.1

0.07

0.06 ~ Points équidistants

0.04

L Points de Chebyshev

0.03

0.02

0 I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1GURE 2.1 — Points de Chebyshev et points équidistants

On voit que, pour des points équidistants, |m,(z)| est relativement grand au voisinage des
extrémités. Si on se limite & des points équidistants, il vaudra donc mieux se placer a
Iintérieur de 'intervalle et surtout éviter les extrémités. On remarque que, pour les points
de Chebyshev, le maximum de |m,(x)| est nettement plus petit. D’autre part, tous les
maximuns relatifs sont égaux : il semble bien que ce choix "régularise” les différents pics
en les uniformisant.

29
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2.2 Approximation au sens des moindres carrés

2.2.1 Introduction

La méthode que nous allons voir maintenant s’appelle en statistiques ajustement des don-
nées ou régression linéaire. Jusque ici, nous avons considéré ’approximation d’une fonction
par un procédé d’interpolation a aide des valeurs f(x) de f en des points xj. Ceci pré-
suppose que ces valeurs soient connues, et ce de fagon assez précise. Il y a beaucoup de
situations ou ce n’est pas le cas en particulier lorsque les valeurs f(z) proviennent de
mesures physiques.

4.5

35F b

25F o |

15F B

FIGURE 2.2 — Droite des moindres carrés

Exemple 2.4 Le résultat de mesures physiques tel que ci-dessus conduit a penser que f(z)
doit étre une fonction linéaire. Il ne serait pas trés raisonnable de remplacer f(z) par son
polynome d’interpolation en les points xj dont le calcul dépendrait uniquement des valeurs
manifestement erronées f(xy).

Une analyse succinte du phénoméne ci-dessus, fréquent dans la réalité physique, conduit

a penser que ces valeurs mesurées f(x) contiennent une information juste mais aussi un

certain "bruit”. Intuitivement, on est conduit & penser que les données f(xy) contiennent

— une premiére composante variant lentement : c¢’est elle qui fournit 'information

— une deuxiéme composante variant trés rapidement : c’est celle qui est due au "bruit”
inévitable.

Tout l'art de I'ajustement des données consiste & éliminer la deuxiéme composante pour

ne retenir que la "substantifique moélle”. Le principe de I’étude qui suit consiste & chercher

la fonction f sous la forme

f(z) = c161(z) + c2b2(x) + ... + cnbn(x)

ou les 0; sont des fonctions connues (par exemple des polynomes) et les ¢; des coefficients a
déterminer. Implicitement, n sera assez grand pour contenir 'information, mais suffisam-
ment petit pour se débarrasser des "bruits”.
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Ainsi dans 'exemple 3.6, on pourra déterminer ¢; et ca pour que les déviations

{f(l‘k) — (01 + ngk) k=0, ...,p}

soient les plus petites possibles (contrairement & l'interpolation, il n’est pas possible d’an-
nuler ces déviations). Maintenant, il existe plusieurs notions de "le plus petit possible”. On
pourrait chercher & minimiser :

maxo<k<p | f(zx) — (c1 + coxy)|

ou encore

> 1 @r) = (e1 + comy)|

0<k<p

(c’est-a-dire une norme ||.|[oo ou une norme ||.||1). Ceci conduira en général a des (c1,c2)
différents et beaucoup plus difficiles & obtenir.

2.2.2 Meéthode classique des moindres carrés

C’est une troisiéme voie qui est le plus souvent choisie dans la pratique, car elle conduit &
un probléme de minimisation quadratique en les inconnues ¢;, & savoir minimiser

ST If(an) = (e + canp) (2.16)
0<k<p
ou plus généralement minimiser

D (flar) = (101 (zr) + .. + (1)) (2.17)

0<k<p
Posons E(c1,c2,...s¢n) = Y o<k, (f(@r) — (161 (zp) + .. + cnbn(x)))?. Si E admet un
minimum en ¢ = (¢1, 2, ..., ¢p), O 2

oF
Gci

(c)=0,i=1,..,n
soit

1=1,...,n

{ 220§k§p 91(-1%) (f(xk) - (Clel(wk) + ot Cnen(‘ij))) =0 } (2.18)

ce qui constitue un systéme linéaire de n équations aux n inconnues ci, co, ..., ¢, appelées
parfois équations normales. Donnons une autre interprétation, plus géométrique, de ce
systéme (cf Figure 2.3). Notons

e =(eo,e1,..,ep), ex= [f(zx) — (c161(xk) + ... + cpbn(zy))

le vecteur erreur et 0; = (6;(x0), 0i(x1), ..., 0i(xp)). Alors, si on note (u,v) = D2 juv; le
produit scalaire dans RP! les équations (2.18) expriment

Vi=1,..,n, {(e,0;)=0 (2.19)

en d’autre termes, le vecteur erreur e doit étre orthogonal a tous les vecteurs 6;, ce qui,
géométriquement, revient & dire que le vecteur c1601 + 262 + ... + ¢80, solution est la
projection orthogonale du vecteur P = (f(zo), ..., f(xp)) sur le sous espace engendré par
les 0;.
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FIGURE 2.3 — Ajustement et projection orthogonale

Exemple 2.5 Ajustement linéaire : on prend n = 2 et 01(z) = 1,02(x) = x. On cherche
donc la fonction affine ¢; 4+ cox la plus voisine au sens des moindres carrés des valeurs

(@, f (k).
Le systéeme (2.18) devient

{ Zogkgp (f(zg) — (c1 + coxg)) =0
> o<k<p Tk (f(z) — (c1 + comp)) = 0

ou
(p + 1)61 + (Zzzo xk) C2 = Zizo f(xk)
(koo zk) 1 + (F o 27) e2 = Xhg o f (wn)
Notons :
P P2
m = =k=0"" (moyenne des x1), mg = ZE=0"F (moment d’ordre 2)
p+1 p+1
?:::EjﬁzofXxk) 7o > h—o T f(x1)
p+1 7 p+1
Le systéme devient
ci+mea=f B
mc1 + mocy = ?
Son unique solution est donnée par :
_maf —mf _ f-mf
(Q=—""—%, =75

mo — m?2 mg —m?2’
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Remarque 2.7 On vérifie que mo # m? si les xj, sont distincts. Dans le cas général, on
montre aussi que le systéme (2.18) a toujours une solution. Il s’écrit

Ac=1b (2.20)

ol ¢ = (C1,...;¢n), A est la matrice dont les coefficients sont {(6;,0i)},.;,, 1<;<, (notons

que c’est toujours une matrice symétrique) et b = (b, ..., by,) avec b; = (f,6;) .

Nous verrons dans le chapitre 6 les techniques de résolution de systémes linéaires. Nous
pouvons cependant déja souligner que les méthodes sont d’autant plus performantes que
la matrice est creuse (c’est-a-dire avec beaucoup de zéros) et & diagonale dominante (i.e.
éléements hors diagonale petits devant ceux de la diagonale).

Un cas particulier trés intéressant que nous allons développer ici est celui ou on choisit
les facteurs 6;(x) de telle facon que les produits scalaires (6;,6;) soient nuls pour i # j,
c’est-a-dire

> 0i(xr)0i(xk) =0, Vi ] (2.21)
k=0

Dans la pratique, on s’arrange pour étre si possible dans cette situation (ou proche de cette
situation). Sans précaution, on peut avoir des problémes de conditionnement ? trés sérieux
dans la résolution de (2.20). C’est le cas dans l’exemple suivant :

Exemple 2.6 Prenons p = 3,0,(x) = 1,05(x) = x,03(z) = 2. On approche une fonction
f sur lintervalle [10, 15] connaissant ses valeurs en 6 points dont les extrémités. On montre
que le conditionnement associé (cf. section 7.1 au chapitre 7) peut étre supérieur a 10°.

Remarque 2.8 dans la formule (2.21), si les points xj, sont équidistants dans U'intervalle
[a,b], on a :

p _ _ b
0:20]- <a+k‘b pa) 0; <a—|—kb pa) ~ bfa/ 0;(x)0;(x)dz,

k=0

si p est assez grand. Ainsi, une version continue de notre probléme consiste a considérer les
polynémes (ou des fonctions plus générales) 6; telles que

b
/ ,(2)0:(x)dx = 0.

Cette intégrale représente également un produit scalaire sur ’espace des fonctions et par
analogie on dit que les deux fonctions sont orthogonales (le bon espace fonctionnel associé
est alors L?([a,b])).

Exemple 2.7 (a) les fonctions 1 et z sont orthogonales dans L?([—1,1]) pour le produit
scalaire

1
(f. ) = / Falga)do

1 2711
car / l.xdx = [w} =0.
1 2

2. voir section 7.1.
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(b) les fonctions cos kx et cos pz sont orthogonales dans L?([0, 27]) pour |k| # |p| en effet :
2w 1 27
/ cos kx cos prdr = 3 / [cos(k + p)x + cos(k — p)z]dx = 0.
0 0
(c) les fonctions cos kx et sin pz sont orthogonales dans L?([0,27]) en effet :

2m 1 2m
/ cos kx sin prdz = 5 / [sin(k + p)x + sin(p — k)z| dx = 0.
0 0

2.2.3 Polynémes orthogonaux

Comme nous serons amenés a les utiliser dans le chapitre sur I'intégration numeérique, nous
allons maintenant étudier les suites de polynémes orthogonaux pour des produits scalaires
du type :

b
(P.Q) = [ Pa)Q@u(a)ds (2.22)

ol w est une fonction continue strictement positive sur |a, b|.
Si on suppose que z"w(z) est intégrable pour tout n, alors (2.22) définit un produit scalaire
sur l’espace des polynoémes.

Définition 2.1 Par suite de polyndmes orthogonauz, on entend une suite (finie ou infinie)
Py(z), Pi(z),. .. telle que
P; est de degré i (2.23)

(P, P))=0, sii#]j. (2.24)

Proposition 2.1 Soit (P,) une suite de polynémes orthogonauz ; alors
— Tout polynome Q de degré inférieur ou égal a k s’écrit de facon unique

(P, Q)

Q(z) = doPo(x) + di P1(z) + ... + dp Pr(7) (avec d; = (Pi, ;)

). (2.25)
- Si Q est de degré < k, alors

(Q, Py) = 0. (2.26)

- Si A; désigne le coefficient du terme de plus haut degré de P;, on a la relation de récur-
rence a4 trois termes

~

Pi1(z) = (x — Bi)PBi(z) — CiPiy (@) (2.27)

bi(x)

ot Pi(z) := 7y

(polynéme normalisé),

~

(Pix). P(x))

B; =

— P; a exactement i zéros réels distincts.
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Démonstration : Le point (2.25) est classique en algébre linéaire : les polynomes Py, ..., Py
forment une base de I’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a k, car ils sont tous
de degrés différents.

Pour (2.26), on remarque que, si deg Q < k, d’apres (2.25),
Q(l‘) = doPo(l‘) + dlpl(l’) + ...+ dk_lpk_l(l’)

et d’aprés la bilinéarité du produit scalaire

e
—

<Q7Pk> = di <P17Pk> =0.

N
Il
=)

Vérifions (2.27) : on peut toujours écrire

~

Pii1(x) = aPy(z) + i Py(x) + i1 Py (x) + ... + g Po () (2.28)

puisque {1;13( ), Pi(z), Pi_1 (), ..., Py( )} étant une famille de polynomes de degrés dis-
tincts, est une base de l'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a ¢ + 1. D’autre
part, puisque les polynémes sont normalisés, le coefficient de azP( ) dans Décriture -PH-l
ci-dessus est égal & 1.

Multiplions scalairement (2.28) par P;; on obtient grace a (2.24) :

~

0= <x13i(:v), ﬁ@-(m)> t oy <Pi(x), E(x)> 40

d’ou

/\
\/

Multiplions scalairement (2.28) par ﬁj ou j <i— 1. Toujours grace a (2.24), on a :
0= <xé,ﬁj> + oy <f’j,ﬁ]> .

Mais <

pour tout

IIQ>

> <E,xﬁj> — 0si j +2 < i. Puisque <J3j,13j> £ 0, ceci implique aj = 0
0,1,....,2 — 2. Pour j =4 — 1, on remarque que

<$f’i,131e1> = <f’i,$131'71> = <f’z,131> + <13i,l“ﬁi71 - f)z>

Mais ce dernier produit scalaire est nul puique :EE,l —13i est un polynome de degré inférieur
ou égal 4 i — 1. On en déduit
(PP

Qo] = —F——"—
<Pi—17 -

1)

“U)

o

ce qui termine la démonstration de (2.27).
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Pour le dernier point, notons (i, ..., (x les racines réelles distinctes de multiplicité impaire
et posons

Ri(z) = 1 si k=0 (pas de racine réelle de multiplicité impaire)
! - (:E—Cl)(x—CQ)...(CE—Ck) si k> 0.

Si k =1, P; a alors ¢ racines réelles distinctes ce qu’on voulait prouver.
Sinon k < 4, et d’aprés (2.24)
(P, R;) = 0.

Pour le produit scalaire (2.22), ceci signifie

b
/ Pi(z)R;i(z)w(x)dx = 0.
a
Mais P; = R;Q; ou Q; est de signe constant d’aprés le choix de R;; ainsi

P Ri(2)?Qs(x)w()dz = 0 } o
{ R;i(2)?Q;(z)w(x) de signe constant = RiQiw =0;

ceci implique en particulier @Q; = 0, ce qui est contradictoire avec deg Q; =i — k > 0.

2.2.4 Exemples classiques de polynémes orthogonaux

(1) [a,b] = [~1,1] et w(z) = (1 — 2)*(1 + 2)? avec @« > —1 et § > —1 : on obtient

les polynémes de Jacobi. On leur attribue des noms différents dans les cas particuliers

suivants :

— a = =0 : polynémes de Legendre. Une fois les polynomes normalisés, on a la relation
de récurrence :

(2n + 1)zP,(x) — nPn,l(m).

—a=p= —% : on retrouve les polynémes de Chebyshev définis par la relation de récur-
rence
Tni1(xz) = 22T (x) — T ().

—a=f03= % : polynémes de Chebyshev de seconde espéce (les précédents étant alors de
premiére espéce).

(2) [a,b] = [0,+00[ et w(z) = e~ : on a les polynémes de Laguerre. Plus généralement,

si w(x) = %" avec a > —1, on a les polynomes de Laguerre généralisés. La relation de

récurrence s’écrit :

1

(r—=2n—a—1)P,(x) + (n + a)Py—1(x).

(3) Ja, b = ] —o0, +oo[, w(z) = e~ : polynomes d’Hermite.

Hyi1(x) =22H,(x) — 2nH,—1(z).
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Remarque 2.9 on vérifie directement que les polyndémes de Chebyshev sont orthogonaux
pour le produit scalaire
/1 f(x)g(z)dx
1 (1—22)
car, en posant x = cosf, on a :

U T (2) Ty (2)dx /7r /7r
—_— = T, (cos )T, (cosB)db = cosnb cospldf = 0 si n # p.
e [ T coso)Ty cost)an = | .

En ce qui concerne I'approximation au sens des moindres carrés d’une fonction f par
des polyndémes, on utilise généralement des polynomes orthogonaux plutét que la base
canonique usuelle 1,2, 22... On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.4 Soit [ : [a,b] — R telle que (f, f) < 0o ou (.) est défini par (2.22). Alors,
pour tout k > 1 (resp. k < N —1), si Py, Pi, ..., P est une suite de polynomes orthogonauz
pour le produit scalaire (.), il existe un et un seul polynome Q de la forme

Q(x) = coPo(z) + c1 Pi(x) + ... + e Pr(x)
manimisant (f — Q, f — Q). Les coefficients sont donnés par

P
t <PlyR,>7

—=0,.. k.

Remarque 2.10 (f — Q. f — Q) = ||f — Q||* représente le carré de la distance de f a Q
pour la norme hilbertienne associée au produit scalaire (.).

Exemple 2.8 Trouver le polynome P de degré inférieur ou égal & 3 qui minimise

On utilise comme base de polynomes les polynémes de Legendre, soit

— — — § 2 1 = § 3 §
Lo(z) =1, Li(z) =z, La(z) = 5 (m 3) , Ls(x) = 5 <a: 53;) .
On calcule alors

(Lo} = / dr =

-1 (&

1
(f,L1) = /mexdzz::i

-1

31 1 7
(fiLa) = 2/16”(x2—3>dx:e—6

5 (Y (5 3 37
(f,Ls3) = 2/ e <a: —5)d:z——5e—l-e.

-1

2

= 577~ On en déduit le polynome solution :

D’autre part, on montre que (L;, L;)

P(x) = 1,175201194Lo(z)+1, 10363824L1 () +0, 3578143506 Ly () +-0, 07045563367 L ().
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Sous forme canonique usuelle, on obtient :
P(z) = 0,9962940183 + 0, 9979548730z + 0, 53672152602 + 0, 1761390842x3.

Remarque 2.11 un avantage de l'écriture de P sur la base Lg, L1, Lo, L3 est que par
exemple la partie tronquée 1,175...Lg 4+ 1,131...L; est la meilleure approximation linéaire
au sens des moindres carrés de e® sur [—1,1] (un peu comme dans le cas de la formule
d’interpolation de Newton).

2.2.5 Polyndémes trigonométriques

Théoréme 2.5 (Décomposition en série de Fourier) Soit f : [-m, 7] — R continue.
Alors il existe une unique meilleure approrimation au sens des moindres carrés dans l’espace
des polynémes trigonométriques de la forme

S(z) =ag+ Z ay cos kx + Z b, sin kx. (2.29)
k=1 k=1

Ses coefficients sont donnés par :

ao = gi J7 f(z)da
ak L7 f(z)coskzdx (2.30)
=1 /" f(x)sinkadx

Remarque 2.12 On reconnait bien sir 1 les classiques coefficients de Fourier !

Démonstration : Il s’agit de minimiser ["_(f(z) — S(x))? da. Comme les fonctions
{1,cosz,cos2z,...,cosnz,sinz, sin2x,...,sinnz} forment une suite orthogonale par rap-
port au produit scalaire

(o= [ s

d’aprés 'analyse faite en début de chapitre, on a immédiatement une solution unique donnée

par :
@ = 11 27r/f

(f,coskx) 1
= —)— _=_ kxd
h (coskz,coskx) f( ) cos kwdx

_ <f, Sink‘:p) B 1 .
b= (sin kx, sin kx) T _Wf(fb“) sin kxdzx.

Remarque 2.13 Ce type d’approximation est surtout utilisé pour les fonctions périodi-
ques comme celles représentant les divers phénomeénes ondulatoires. En général, une fonc-
tion est composée d’un trés grand nombre de fréquences : en se limitant & un nombre fini
n, on "filtre” I'information en ne gardant que les plus basses fréquences (“information”) et
en se débarrassant du ”bruit” constitué surtout par les hautes fréquences.
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FIGURE 2.4 — Signal bruité

FIGURE 2.5 — Signal débruité

ainsi

devient

Remarque 2.14 Si une fonction f est de période T, on se ramene a I'intervalle [—7, 7] en
remarquant que f(z) = f (%ZL‘) est périodique de période 27. Elle est donc connue pour

tout z si elle est connue pour z € [—m, 7).
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On utilise souvent la représentation complexe des coefficients de Fourier :

= Z F(j)ei® (2.31)

ou

1 [ g
= 27r/ fx)e %z j=-n,...,n
-7

est une autre expression du polynéme trigonométrique qui approche le mieux f dans
L2([0,7]). On a d’ailleurs

f(z) = lim fy(x Z F()e (2.32)

]_—OO

la limite ci-dessus étant comprise au sens de la norme

1f = fally = \//_7r (f(x) = fal@))® da

pour toute fonction f dans L2([0,7]).

De nombreux calculs nécessitent la connaissance des coefficients de Fourier de f. Notons
d’abord, que si f est 2m-périodique, ils s’écrivent encore

1 2w

2

fG) = f(x)e 9% da.

Alors une formule de quadrature trés élémentaire conduit & prendre comme approximation

~ 127X 2mn
N 72](27‘("!7,/]\[)
) = 5 o Z (%)

On montre que cette approximation est convenable si

A
g =W

Cette condition se comprend par exemple si f(z) = 1; il s’agit alors d’intégrer la fonction
x — e 7 qui est 2 5 “I_périodique. Il est clair que les pomts d’évaluation de la fonction doivent
avoir une fréquence plus rapide que celle de la fonction elle-méme pour étre significatifs.

Nous allons maintenant nous concentrer sur le calcul numérique d’expressions du type

N—
1 —ija 2k . _ N
=% ,; Lome=on, L2 (2.33)

Fait sous la forme ci-dessus, le calcul requiert 1’évaluation des produits f(zx)e~ %% puis
N sommes et une division pour obtenir ¢;. Ceci doit étre effectué pour chaque c¢; donc
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environ N fois. Nous négligerons les divisions et nous compterons les opérations élémen-
taires consistant a calculer un produit f(zz)e %*F et a I'ajouter & une somme partielle
précédente. Ce nombre d’opérations élémentaires est donc ici de 'ordre de N?. Ainsi un
choix de 1000 points nécessite un million d’opérations. Ceci a été un obstacle majeur a
I"utilisation de ’analyse de Fourier jusqu’a ce que Cooley et Tukey proposent une méthode
qui, aprés quelques améliorations, a fait passer le nombre d’opérations élémentaires & un
ordre O(N log N) (soit autour de quelques milliers si N = 1000) : il s’agit de la Transformée
de Fourier rapide (F.F.T.=Fast Fourier Transform) que nous expliquons maintenant

2.2.6 La transformée de Fourier rapide

Nous en décrirons seulement le principe qui repose sur une décomposition de I’entier N :
nous supposerons ici que N = PQ, P et () entiers supérieurs ou égaux a 2. Notons

wy = e 2N, Wy = e /R 7 = [Z1, ..., ZN]

Avec des changements de notation évidents & partir de (2.33), il s’agit de calculer le vecteur
"Transformée de Fourier discréte”

Z= [sz}
avec

n
Zi =Y Zw{ VY =1, N
k=1

On interpreéte le tableau unidimensionnel Z comme un tableau bidimensionnel Z = Z(P, Q)
avec :

1 < p<P
1 < ¢<@Q
Z(p,a) = Zpipg-1)-
Alors
P Q
Z\j _ Z Z(p, q)w](\Jf'*l)(PflJrP(qfl)) _ Z Z Z(p, q)w(ijl)(qfl) wj(\]f'*l)(l’*l)
P,q p=1 [¢=1

puisque wf, = ¢ @2mP/N — —i2n/Q — wg. Il se trouve et c’est le point important, que la

somme entre crochets est une fonction de j périodique de période @ car

wngQfl)(qfl) _ wé(qfl)wg(qfl) _ wjé(qfl)

puique wg = 1. Ainsi seul intervient le reste 3 de la division de j par @ :

ji=AQ +3 0< 3 < @, et il suffit de calculer la somme entre crochets pour j = ; variant
dela@.

Ce calcul nécessite () opérations pour chaque j et p et doit donc étre effectue Q@ x P fois
d’ou Q*P = NQ opérations pour le calcul des crochets. Ensuite le calcul des Zj nécessite P
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opérations et doit étre effectué IV fois soit NP opérations. L’ensemble des Zj ,j=1..,N
est donc obtenu avec N (P + Q) opérations ce qui est déja bien moins que N? opérations.

N =1 000 N2 =1 000 000
Exemple: N=10x100=P x@Q N(P+Q)=1000x 110 =110 000
N=25x40=Px@Q N(P+Q)=1000x 65=65 000
On peut encore diminuer le nombre d’opérations en décomposant N sous la forme N =
P x Py x ... X Py est en répétant I'idée ci-dessus. Un cas fréquemment utilisé est celui ou
N = 2%, Nous renvoyons a la littérature pour les détails de la méthode.

2.3 Approximation par des fonctions polynémiales par mor-
ceaux
Etant donnée f : [a,b] — R connue en (n + 1) points a = 29 < 21 < ... < z, = b, on

l’approche par des fonctions continues dont la restriction a chaque intervalle [z;_1,x;] est
polynomiale.

2.3.1 Approximation linéaire par morceaux

x/%\/‘/)\,

FIGURE 2.6 — Approximation linéaire par morceaux

La restriction de 'approximation P & l'intervalle [x;_1, z;] est donnée par :
Pi(z) = f[zia] + flzi-1, zi] (2 — 2i1) -

La fonction P ainsi construite est évidemment continue sur l'intervalle [a, b]. Du temps des
tables de fonctions élémentaires (tables de logarithmes ou de fonctions trigonométriques),
on obtenait les valeurs hors table par interpolation affine, ce qui revenait exactement &
remplacer la fonction par son approximation linéaire par morceaux.

2.3.2 Approximation cubique
Les polynomes de base sont de degré 3. On peut supposer que f est connue en les points

[mi,l,:ﬂi_g/g,,mi_l/g,xi] oll T;_1/3,T;_/3 sont des points distincts de |x;—1,2;[. On prend
alors pour P; U'interpolé de f sur [x;—1, ;] en ces 4 points.
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Une situation plus intéressante consiste a considérer que, outre les valeurs f(xz;), i =
0,1,...N, on connait aussi les valeurs f’(x;), i =0,1,...N. Dans ce cas, on pourra prendre
pour P; le polynéme de degré 3 tel que :

Pi(xi—1) = f(zic1)  Pi(x) = f(x;)
{ Pl(xi—1) = f'(mi1)  Pl(xi) = f(z3) (2.34)

on sort alors du domaine de 'interpolation de Lagrange pour entrer dans ce qu’on appelle
I’interpolation d’Hermite.

Théoréme 2.6 [l existe un et un seul polynome de degré 3 satisfaisant (2.34). Il est donné
par la formule de Newton

{ Pi(z) = flziaa] + f [wic1, mica] (2 — xi1) + flwion, zior, 2] (2 — 23-1)° (2.35)

+ flwic1, Tic1, iy @] (7 — 2-1)% (2 — 27)

ol on définit

= f'(xi-1)

. . flrica+ b — fwia]
i-1,Ti—1] =1 i-1,Ti—1 +h] =1
e h

les autres différences divisées étant définies de la fagon habituelle.

Remarque 2.15 Ce résultat se généralise bien str a un nombre de points quelconque avec
des dérivées d’ordre quelconque. La formule de Newton est la méme si on étend la définition
des différences divisées par continuité comme ci-dessus, soit par récurrence

flail = f(xi)
i) = formule usuelle si xj, # xo (2.36)
“ TR limpso f [@0, - The1, T + B si 3o = T

Nous renvoyons a la littérature pour la démonstration du Théoréme 2.6 et sa version plus
générale évoquée dans la remarque ci-dessus. Comme souvent dans la pratique, on ne
dispose pas des valeurs de la dérivée, on peut dans la formule (2.34) remplacer f'(x;) par
une valeur approchée s; de f'(z;) par exemple

~ hif [z, o] + higa f (i1, w4

i = 2.37
° hi + hit1 (237)

avec h; = x; — x;—1. On parle alors d’interpolation cubique par morceaux de Bessel.

Notons que dans ce cas, la fonction d’approximation obtenue est non seulement continue,
mais & dérivée continue puisque :

Pi(zi) = Piyy () = si.

7

2.3.3 Fonctions splines

Il se trouve que, au lieu de s’imposer les s; sous la forme (2.37), on peut les choisir pour
) )

que la fonction d’approximation soit non seulement a dérivée continue, mais a dérivée

seconde continue : il s’agit alors de fonctions splines d’interpolation. Le mot "spline” est
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—

FIGURE 2.7 — Spline cubique

utilisé en anglais pour désigner la réglette flexible que les dessinateurs utilisent pour tracer
une courbe d’allure "lisse” passant par des points donnés. La méthode que nous allons
décrire correspond d’ailleurs & un "lissage” de la courbe passant par les points donnés de
coordonnées (x;, f(x;)). Afin d’analyser cette méthode réécrivons le polynome P;(x) tel que

{ Pi(zi—1) = f(xi-1) P;(x;) = f(x)
Pl(zi-1) =si-1 Pj(zi) = si.

Il est donné par la formule (2.35) ot on remplace f'(x;) (vesp; f'(zi—1)) par s; (resp. si—1),
soit

Pix) = f(zic1) +sici(@—aim1) + bt (f [mim1, 23] — sic1) (v — 221)°
+C (x — i 1)* (z — )
avec
o, — fEvra— flrin i,
h;
si— fleic, @] flwio, @) — sica
( h; h; /
s s —2f [, )
— o .
On cherche a réaliser
P(zi) = Py (xi). (2.38)

n
Puisque ((:U —zi_1) (z — a:z)> = 2(x — z;) + 4(z — x;_1), la condition (2.38) s’écrit :

flzioi, i) = sica L Sitsio—2f [wiv, 2] _ o 20 Tiva] = si g sivn + 8 — 2f [20, Tiga]

2
hi hi hit1 hit1
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Ceci conduit au systéme linéaire en les s; :

{ hiv1Si—1 + 2 (hi + hit1) si + hisig1 = 3 (higo f [@ig1, ) + hi f (@4, 2i41])
i=1,.,N—1

Ce qui fait NV —1 équations aux inconnues Sg, S1, ..., S§. On peut se fixer arbitrairement les
valeurs extrémes sg et sy (par exemple en écrivant que P”(a) = P”(b) = 0). On obtient
alors un systéme linéaire a diagonale strictement dominante (|coeff de s;| > |coeff de s;—1|+
|coeff de s;_1]|, voir chapitre 6) ; donc il admet une solution unique. Ceci prouve Iexistence
d’une fonction spline cubique & dérivée seconde continue comme prévu.

Calcul d’erreur : On peut montrer que

5 (maxi hi)4

max |f(z) — P(z)] < max ’f(‘l)(C)’ 384

a<z<b a<¢<b
ce qui est une trés bonne approximation si la dérivée f(*) est raisonnable et si les intervalles
sont petits. D’autre part, au facteur 5 prés, cette erreur est du méme ordre que celle obtenue
dans 'interpolation d’Hermite (selon (2.35)) alors que dans ce cas on utilise deux fois plus
d’information sur la fonction, car on a besoin de f(z;) et f'(z;) pour tout i.
Ceci suggere que les fonctions splines doivent avoir aux points x; des dérivées voisines de
celles de f. On montre en effet que

(maxi hl)g
24 ’

Ceci fournit donc une méthode de calcul numérique de la dérivée d’une fonction en des
points x; tout a fait intéressante.

max |7'(z) ~ P'(2)] < max 790

2.4 Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 On veut éditer une table de cosinus pour laquelle I'utilisateur cherchera la
valeur d’'un cosinus donné par interpolation linéaire entre les valeurs tabulées. Sachant
qu’on veut obtenir des valeurs avec une erreur inférieure & 1079, combien d’entrées dans la
table sont-elles nécessaires 7

Exercice 2.2 Déterminer la meilleure approximation linéaire sur [0, 1] de f(z) = 2° + 23
au sens des moindres carrés.

Exercice 2.3 Le tableau suivant donne les valeurs d’une fonction f en trois points.
x f ()
21 =+V17—41]0.3771784
xo = /10 — 3| 0.4880117
x3=15—2 | 0.6754903

T2+x3
5

a) Déterminer une valeur approchée de f en xg = par interpolation en x2 et x3, puis
par interpolation en x1, x2 et 3.

b) Donner dans les deux cas un majorant de l’erreur en fonction des dérivées de f.

¢) On constate que les deux fonctions f1(x) = sinmz et fo(x) = sin T vérifient toutes deux
le tableau de valeurs ci-dessus. Calculer f1(xg) et fa(zg). Expliquer et vérifier la cohérence

avec les résultats numeériques de a) et b).
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Exercice 2.4 On donne les points (0,2); (1,1);(2, %), (3,3); (4, %), (10,0.1).
Chercher des fonctions approchant au mieux ces points au sens des moindres carrés. Com-
parer les erreurs.

Exercice 2.5 Le tableau suivant donne la viscosité p (mesurée) de I’éthyléne en fonction
de la température (en degrés Farenheit) :

T| 0 | 50 | 100 | 150 | 200
| 2421 82.1]30.5|12.6 | 5.57

Proposer une loi décrivant p en fonction de 7.
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2.5 TD2 : Interpolation et moindres carrés

Exercice 1
a) Soit X = [x1, 2, -, X, un vecteur contenant n points d’interpolation et
Y = [f(x1), f(z2), -+, f(x,)] un vecteur contenant les valeurs d’une fonction f en ces

points. On veut calculer le polynéme d’interpolation de f en les points z; a l'aide de la
formule de Newton qu’on écrit ici aux points y, p—1, ..., T1 Soit

n

P.(z) = Zf [Tiy ooy Tn) H (x — zp).

k=i+1
Ecrire une fonction Matlab qui calcule P,(x) en utilisant I'algorithme suivant

Algorithme 1 : on suppose les valeurs f(z;) mises en mémoire dans d;.

dek=1lan-1
on obtient ici petit & petit les dei=1lan—k
différences divisées d; = f [z, ..., 2] +— di = (diy1 — di) [ (Tipx — x4)

p:=d
algorithme de Horner pour dei=2an
évaluer le polynéme au point z +— | pi=di+(x—x) xp
| Pu(z) :==p.

b) Ecrire deux fonctions qui, étant donné un intervalle [a, b], et un entier n générent res-
pectivement :
- Les n + 1 points équidistants : z; = a + b*Ta(z —1)avec1 <i<n+1.

- Les n + 1 points de Chebyshev : x; = %rb + b*Ta cos (2;;2” avec 1 <i<n+1.

c) Soit f la fonction définie sur [—5, 5] par :

1

M) =1ve

Tracer sur un méme graphique les graphes de f, du polynéme d’interpolation associé & n+1
points équidistants et du polynome d’interpolation associé & n + 1 points de Chebyshev.
Que constate-t-on lorsque n varie 7

Exercice 2
Le tableau suivant donne les résultats de mesure de la viscosité p de I’éthyléne pour diffé-
rentes températures (exprimées en degrés Farenheit) :

T| 0 | 50 | 100 | 150 | 200
| 242 {82.1]30.5|12.6 | 5.57

1. On souhaite modéliser la dépendance de la viscosité en fonction de la température par
une loi du type : p = Aexp(aT).
Remarquer que v = log(u) suit alors une loi linéaire et en déduire les valeurs A; et
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qui minimisent l'erreur : E, = X|log(u;) — (aT; + log(A))|%. On utilisera directement la
fonction Matlab d’ajustement polyfit.

2. A partir de ces valeurs, déterminez les valeurs As et as qui minimisent erreur :
E, = Y|u; — Aexp(aT;)|?. On utilisera pour cela la fonction Matlab de minimisation

fminsearch.
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2.6 Aide-mémoire

2.6.1 Polynoémes

Un polynome de degré n, n étant un entier positif, est une expression (bien souvent consi-
dérée comme une fonction) de la forme

P(x) = ag + a1+ asx® + ...+ apx”

ou les coefficients ag, a1, ..., a, sont (dans ce cours) des nombres réels (ou plus rarement
des nombres complexes). L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n est un
espace vectoriel pour la somme usuelle et le produit par un scalaire. On le notera R, [z] Il

est de dimension n + 1 et a pour base canonique la famille 1, z, 22, ..., z".

Il existe bien d’autres bases qu’on peut utiliser dans d’autres circonstances. Ainsi, toute
famille de polynémes Py, Pi,..., P, de degré échelonné, c’est-a-dire que le degré de P
est exactement k, forme une base de R, [z].

Un polyndéme de degré n a au plus n racines réelles et il a exactement n racines complexes.
Si son degré est pair, il peut n’avoir aucune racine réelle (c’est le cas par exemple de
(z2 + 1)™), tandis que si son degré est impair, il a au moins une racine réelle, d’aprés le
théoréeme des valeurs intermédiaires (si a,, > 0, P(x) tend vers +o0o quand z — 400 et
P(z) tend vers —oo quand x — —oo donc P doit s’annuler sur R).

2.6.2 Théoréme des accroissements finis

Dans ce chapitre, il est fait allusion au Théoréeme de Rolle ou au théoréme des accroisse-
ments finis. Nous rappelons leur énoncé.
Théoréme de Rolle : si f est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[ avec f(a) = f(b),
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(¢) = 0.

Théoréme des accroissements finis : si f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b],

alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = (f(b) — f(a))/(b— a).

Notez que ces deux théorémes sont clairement équivalents et que la formule de Taylor-
Lagrange est une conséquence du théoréme des accroissement finis.

2.6.3 Norme

Une norme dans un espace vectoriel E/ est une application N : E — R qui vérifie
1. Nz) =0=2=0
2. VAeR Ve € E, N(Az) = |A\| N(x)
3. Vx,y € E, N(z+y) < N(z)+ N(y) (inégalité triangulaire).

On note souvent ||z|| au lieu de N(x).

Sur I'espace usuel E = R, les normes les plus utilisées sont, pour X = (z1,22,...,7N)

N
- ||X||1 = Zk:l ’ffk\,
= [[X[oo = max{|zx[},
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— et la norme euclidienne : || X||2 = \/Zszl |z |2

La norme euclidienne dérive en fait du produit scalaire : (X,Y) = Zgzl Ty et fait de RV
un espace euclidien ot on définit la notion d’orthogonalité, de projection orthogonale...



Chapitre 3

Dérivation et intégration numérique

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est double :

— indiquer comment calculer de facon approchée une dérivée, avec application & la réso-
lution d’équations différentielles et d’équations aux dérivées partielles par la méthode
des différences finies

— décrire les méthodes de base pour le calcul numérique d’intégrales (rectangles, trapézes,
Simpson, Gauss).

Un point commun de ces deux thémes qui vont nous occuper est 1'utilisation de polynomes
d’interpolation. L’idée sous-jacente est simple : la fonction avec laquelle on travaille est
trop compliquée ou pas assez connue pour qu’on puisse faire des opérations simples comme
la dérivation ou l'intégration, on choisit alors de la remplacer par un polynome et on dérive
ou on intégre celui-ci. On commencera par présenter les formules de dérivation approchée
qui en résultent avec un apercu sur les méthodes de différences finies. On envisagera ensuite
le calcul d’intégrales du type

b
/ f(x)w(z)dz (3.1)

ol w est une fonction poids (continue strictement positive sur |a,b]) et f (z)w (x) est
intégrable sur [a, b] .

Les méthodes d’intégration numeérique que nous décrirons consistent toutes & remplacer
I'intégrale (3.1) par une expression le plus souvent de la forme :

ZAif (), (3.2)

ou les x; sont des points distincts de [a,b] et A; des coefficients réels, le tout choisi pour
que la différence

b N
E:/ f(m)w(w)dx—ZAif(wi)
a 1=0

soit petite.

o1
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Dans la pratique, il faut évidemment faire la différence entre le cas ou la fonction f est
connue en un nombre fini de points yo, y1, ..., Yp, auquel cas les points x; devront étre des
points y; et celui ou la fonction f est connue analytiquement auquel cas on pourra choisir
au mieux les points x; (exemple : calcul de fol e‘xde).

Deux types d’approches sont & retenir :

— Méthodes composites (ou composées) : on divise Uintervalle [a,b] en sous intervalles
[xi—1, 2] avec a = xp < 21 < ... < xy = b. Sur chaque intervalle [x;_1, z;] on "remplace”
f (x) par un polynéme d’interpolation P;j de degré < k et on remplace f;il f(z)dzx
par f;?_l P, (z)dz (ici w(xz) = 1) : ainsi, sur chaque intervalle [z;_1,2;], on applique
une méthode d’intégration élémentaire.

— Méthode de Gauss : elles s’appliquent pour des intervalles [a,b] et des poids w par-
ticuliers : on approche f sur [a,b] par un polynome d’interpolation aux points de [a, ]
obtenus & partir des zéros de polynémes orthogonaux associés au poids w sur [a, b]. Cette
méthode peut étre appliquée directement sur U'intervalle [a, b, ou, si b — a est grand, sur
des sous-intervalles d’une décomposition.

3.2 Dérivation numérique

Dans ce paragraphe, la fonction f n’est bien sir pas connue par une formule explicite mais

ou bien

— par ses valeurs sur un ensemble discret (en supposant les points assez proches pour que la
notion de dérivée ait un sens). Le cas ou la fonction f que I’on recherche est solution d’une
certaine équation différentielle (ou aux dérivées partielles) rentre dans cette situation,
car alors on cherche & estimer les valeurs de f en un nombre fini de points.

— par un algorithme de calcul ou une formule compliquée qui permet, au moins en théorie,
de la calculer en tout point. On suppose bien str que la dérivée n’est pas accessible par
un procédé analogue. A ce sujet, existent maintenant des techniques de différentiation
automatique (par exemple le logiciel Odyssée développé par 'INRIA) qui permettent de
différentier chaque pas d’un programme et ainsi de calculer une notion de dérivée, méme
pour une fonction définie par un programme. Nous ne traiterons pas cette notion ici,
nous contentant d’une vision plus ancienne et classique.

Dans toute la suite, on supposera f connue ou calculable aux points ..., z;_9,T;_1, T;,

Zi+1,Tit2,-.. quon supposera proches. On notera h; = z;11 — ;.

3.2.1 Dérivée premiére

Supposons qu’on veuille calculer une valeur approchée de f’(x;). Une premiére idée, déja
évoquée dans le chapitre précédent, consiste & remplacer f par une fonction spline passant
par les mémes points et & prendre la dérivée de la fonction spline. D’un point de vue
numeérique, cette idée est trés bonne, assez stable et donne de bons résultats en terme
d’erreur. Malheureusement, elle est assez lourde a mettre en place, nécessite beaucoup de
calculs. Elle a de plus un petit co6té moralement désagéable : la dérivée est une notion
purement locale, en ce sens que la dérivée de f au point z; ne dépend que des valeurs
prises par f au voisinage de x;, alors que la fonction spline dépend globalement de f par
I'intermédiaire d’un systéme linéaire qui fait intervenir toutes les valeurs de f.
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On préfére donc le plus souvent utiliser une idée plus simple : on écrit un polynéme d’inter-
polation au voisinage du point z; et on dérive celui-ci. Les formules vont varier en fonction
du nombre de points qu’on choisit pour écrire le polynome d’interpolation (en général 2 ou
3, plus rarement 4 ou 5).

3.2.1.1 Formules a deux points

Le polynéme d’interpolation sur les deux points x;, x;4+1 s’écrit :

P(x) = f(zi) + flzi, zipa](z — x4).

On a donc P'(x;) = flzi, xi+1], ce qui fournit la

f@ivy) = flzi)

Formule décentrée a droite () =~ (3.3)
Tip1 — T
On a bien str aussi la
Formule décentrée a gauche () ~ F@i) = f@i-) . (3.4)

Ti — Ti—1

3.2.1.2 Formules a trois points

On choisit d’interpoler sur les points z;—1, Z;, Z;+1 (ce qui est moralement plus satisfaisant).
Dans ce cas on a

P(x) = f(xi—1) + floimt, x)(x — xi-1) + fleimt, 5, 2] (x — 2i—1) (2 — 25).
On a donc
P'(z;) = flwict, i) + flwi1, i, x| (v — 1),

ce qui fournit, aprés simplification la
Formule centrée

o) = Fane IS R TR
P = i)t + @) (5 = ) = fa) s - 69

La formule (3.5) se simplifie notablement dans le cas de points équidistants (h;—1 = h; = h)
pour donner

Formule centrée - points équidistants () =~ f(xiﬂ);hf(xi_l) : (3.6)

Remarquons que la formule ci-dessus n’est autre que la moyenne des deux formules décen-
trés dans le cas de points équidistants.



54 CHAPITRE 3. DERIVATION ET INTEGRATION NUMERIQUE

3.2.1.3 EFErreur

Pour le calcul théorique de I’erreur commise quand on remplace f’(z;) par 'une des formules
approchées ci-dessus, on revient & la démonstration effectuée dans le cadre de l'interpola-
tion. Par exemple, dans le cas de la formule décentrée & gauche, on a, d’aprés (2.14)

f(x) = P(x) + flrie1, z, 2)(x — 2i-1)(x — ;)
d’ou, par dérivation et en faisant x = x;
|f1(z5) — P'(23)| = flaimt, z z) (2 — @i-1)

ou flx;—1,x;, ;] est définie comme en (2.36). On obtient finalement, grace au Lemme 2.1 :

/ J(xi) — f(wi-1) My
i) — < —h;_ 3.7
fla - FETEU  < S gy, (37)
On démontrerait de méme les formules :
/ f(wiv1) — f(a) My
i) — < —h,;. .
fla) - BRI < 2 (38)

et dans le cas centré, avec des points équidistants

f(@ip1) — fzio1) ‘ < Mo
2h -6 '

f(wi) —

3.2.2 Dérivées d’ordre supérieur

Le principe est exactement le méme, il faut simplement prendre garde que le degré du
polynéme d’interpolation soit suffisant pour que sa dérivée n-iéme soit non nulle!

Par exemple, pour la dérivée seconde, on choisit en général d’interpoler sur 3 points, ce qui
donne (dans le cas de points équidistants)

F@ivy) + f(zio1) = 2f(zi)

Dérivée seconde - points équidistants I (z) ~ 3
(3.10)
avec une erreur majorée par
£ () — f@ig) + J@ic) = 27(@i) | My (3.11)

h? - 12

3.2.3 Meéthode des différences finies
3.2.3.1 Principe de la méthode

La méthode est assez simple & comprendre. Nous allons I'expliquer pour des problémes en
dimension 1 d’espace. Supposons tout d’abord qu’on souhaite résoudre I’équation différen-
tielle ordinaire (ou EDO)

y' +p@)y +q(@)y = fx) e (0L)
{y<0)=a, y(L)=b (3.12)
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ou p, q, f sont des fonctions connues (qu’on supposera continues) et a, b des réels. Le principe
de la méthode des différences finies est alors de faire une discrétisation de l'intervalle (0, L)
sur lequel est posé 'équation (on choisira en général un pas fixe pour simplifier). Les
inconnues deviennent les valeurs de la solution y(z) en chaque point de la grille. On écrit
alors, en chaque point intérieur de la grille, les relations liant ces valeurs inconnues en
remplacant dans 'EDO chaque dérivée par des différences & 1’aide de 1'une des formules
(3.6), (3.10)... ci-dessus.

Plus précisément, notons h le pas de discrétisation et g = 0,21 = h,x2 = 2h,...,; =
ih,...,xny4y1 = L = (N + 1)h les points de la grille. Le but est maintenant de calculer
une valeur approchée y; de la solution y(z) au point x;. Nous noterons également p; =
p(zi),qi = q(x;) et fi = f(z;) les valeurs connues des données aux mémes points x;.
Maintenant, si on remplace y”(z;) par la formule (3.10) et y/(z;) par la formule (3.6) pour
tous les points intérieurs correspondant & ¢ = 1,2,... N, on est conduit au systéme de N
équations & N inconnues

Yit1 +yi-1 — 2y Yirl — Yi-1
02 MR

+aqyi=fi i=12,...N. (3.13)

Notons que pour ¢ = 1, yg peut étre remplacé par a, tandis que pour ¢ = N, yny41 peut étre
remplacé par b, par les conditions au bord de ’équation (3.12). Il s’agit d’un systéme linéaire
de N équations & N inconnues (N étant typiquement de 'ordre de plusieurs centaines)
qu’on peut écrire matriciellement AY = F ou la matrice A et les vecteurs Y et F' sont
donnés par :

.
BB a-h A+
A= 0  H-B og-2 0 (3.14)
. 1 PN —
e P
0 0 ﬁ—gl gN — 32
1 fi—alz—5)
Y2 2
y=| ° F= (3.15)
YN-1 IN-1
YN In =05+ 5)

La matrice A est tridiagonale, c’est-a-dire qu’elle n’a que trois diagonales d’éléments non
nuls et vous verrez au chapitre 6 et 7 des méthodes particuliéres pour résoudre ce genre de
systeme.
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3.2.3.2 Autre exemple : I’équation de la chaleur

Nous considérons maintenant 1’équation de la chaleur mono-dimensionnelle :

2
Ou O _ part) xe)0, Lt €)0.T]
ot Ox? (3.16)
u(0,t) = u(L,t) =0 conditions au bord '
u(x,0) = ug(x) condition initiale

et on suppose évidemment la donnée initiale ug connue. On introduit un pas d’espace h et
un pas de temps k, c’est-a-dire qu’on discrétise de maniére réguliére les deux intervalles de
temps et d’espace :

021‘0<:E1<...<l’1;1<l‘i:ih<l‘i+1<...<."L‘p<33‘p+1:L

et
O=to<ti<...<tpa<tp=nk<tpp1<...<tyg=T.

Le but est maintenant de calculer une valeur approchée ' de la solution w au point (z;, ) :
ul' >~ u(z;, t,) (on notera de méme f* = f(z;,t,)). A cet effet, on remplace dans I’équation
aux dérivées partielles (3.16) les dérivées par des différences finies du type (3.3), (3.4) pour
les dérivées en temps et (3.10) pour la dérivée en espace. Ce qui donne pour la dérivée
seconde en espace :

Pu , £~ U(Tit1,tn) + w(@iz,tn) = 2u(®mi tn)  wihy +uiy — 2uy
gz (Witn) = B2 h2

(3.17)

Pour la dérivée premiére en temps, on peut utiliser les deux formules (3.3) et (3.4) qui
vont conduire & deux schémas complétement différents (notons que la formule (3.6) est
non seulement inutilisable ici car on ne peut pas l'initialiser, mais aussi trés mauvaise d’un
point de vue numérique) :

formule décentrée aval

0 i tng1) — u(wg, t ol

%(fﬂiatn) ~ u(zi, "H)k u(®i tn) ~ Ui - Yi (3.18)
formule décentrée amont

0 ) — (T, t n_ gnl

a—? (@i tn) =~ (@i tn) ku(% n-1) ~ Y k“z : (3.19)

La formule (3.18) conduit donc au schéma suivant :

n+l _

n n n o _ n
i u? o oulhg g — 2y

2 B h2

Schéma explicite : = fi'. (3.20)

On appelle ce schéma explicite puisqu’on peut obtenir directement les valeurs u:-”rl a

partir des valeurs u}' qu’on a calculées a I’é¢tape précédente. Le schéma est évidemment
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initialisé a I'aide de la donnée initiale qui fournit les u) := ug(x;). Réécrivons (3.20) sous
forme matricielle. Introduisons & cet effet la matrice A et les vecteurs U™, F" suivants :

2 -1 0 - 0 ul fr
-1 2 -1 - uy f2
A= 0 -1 2 - 0 Ur = " = (3.21)
RO : :
0 0 -1 2 up fy

qui permettent de réécrire (3.20) sous la forme

grtt—gn 1
— + S AU"=F" 22
. + 2 U (3.22)
ou encore .
yrtl = (I — 23 A) U" + kF™. (3.23)

(ou I est la matrice Identité). C’est évidemment sous cette forme qu’on programmera ce
schéma en Matlab. Remarquons que dans le cas f = 0, on a I’expression encore plus directe :

k n
Ur = (I — 3 A> Ul . (3.24)

Si on reprend maintenant la formule (3.4) pour discrétiser la dérivée en temps, on obtient
le schéma

ol ol — 20
Schéma implicite : = k“l e e (3.25)
Soit, en réutilisant la notation matricielle bien plus pratique :
ur—unt o1
T AU =T (3.26)
ou encore "
<1 + 3 A) Ur=U"""'+kF". (3.27)

On appelle ce schéma implicite puisque pour obtenir les valeurs u & partir des valeurs
u?_l calculées a I’étape précédente, on doit résoudre (& chaque pas de temps) un systéme

linéaire de matrice I + h—kg )

3.2.3.3 Stabilité

Le choix des pas de temps h et k pour la méthode explicite est absolument crucial. Je
représente dans la figure 3.1, les 2 situations ot on applique le schéma explicite avec res-
pectivement k = 0.0050, h = 0.1 et k£ = 0.00505, h = 0.1 (la température étant calculée au
temps 7" = 1). On aper¢oit trés nettement de minuscules oscillations qui apparaissent pour
la valeur critique k/h? = 0.5 et ces oscillations ne font que s’amplifier au fur et 4 mesure

o7



58 CHAPITRE 3. DERIVATION ET INTEGRATION NUMERIQUE

R
o9t , \ o9t
\
LELS [ o8
, v
I
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o1f
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FIGURE 3.1 — A gauche, le schéma explicite avec k/h? = 0.5, & droite k/h? = 0.505
(en pointillé la donnée initiale)

que le rapport k/h? croit. Par exemple, pour k/h? = 0.55, on obtient déja des valeurs de
la solution en 10" qui n’ont donc absolument aucun sens !

Ce phénoméne d’instabilité est connu depuis longtemps (cf la condition CFL ci-dessous).
Donnons-en une explication heuristique. Ecrivons le schéma explicite (3.20)

n+1 n n n o _ n
T Uy w2

k h2
sous la forme " o )
ultt = 2 ui 4+ (1 — 72 Jui + 72 Uy - (3.28)

On voit bien que si

2k
1-=2 >0  k/h?<05
h2
u s’écrit comme une combinaison convexe des trois valeurs u; |, u}

n+1
: 0
particulier, puisque la donnée initiale est nécessairement bornée : m < u; < M, on aura

n
et ui ;. En

par une récurrence immédiate :
Vn, m <u; <M

(c’est ce qu’on appelle une version discréte du principe du maximum), ce qui montre que
le schéma ne peut exploser et qui est la notion de stabilité qui va étre explicitée ci-dessous.

En revanche, supposons la condition k/h?> < 0.5 (ou condition CFL) non satisfaite et
choisissons pour donnée initiale u{ = (—1)? (qui est bornée!). On vérifie facilement, par

; 4k\"
Vn, Vi ul = (—1)" (1 — ) .

récurrence, que
12
Mais puisque 1 — ;‘L—’g > 1, on voit bien que u;j' explose quand n — 400 avec changement de
signe comme le laissaient prévoir les expérimentations numériques.
Définition de la stabilité

Les vecteurs U™ que nous manipulons ici sont dans RP o1 la dimension p est manifestement
lice au pas de discrétisation spatial (puisque ph = L, longueur de l'intervalle). Nous allons
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travailler dans la suite avec la norme du max :

n L n
U7 e 2= ma [

Définition 3.1 Un schéma auz différences finies est dit stable pour la norme du maz || ||oo
sl existe une constante K > 0 indépendante de k et h (quand ceuz-ci tendent vers 0) telle
que

10" |oe < K||U°|| pour tout n (3.29)

et ce, quelle que soit la donnée initiale U°.

Si (3.29) n’a lieuw que pour des pas k et h astreints a certaines inégalités, on dit que le
schéma est conditionnellement stable.

On montre alors (et on 'admettra ici)

Théoréme 3.1 (Condition CFL) Le schéma explicite (3.20)-(3.24) est stable pour la
norme || ||so si et seulement si la condition CFL 2k < h? est satisfaite.

Le schéma implicite (3.25)-(3.27) est stable pour la norme || ||co quel que soient les pas de
temps et d’espace (on dit qu’il est inconditionnellement stable).

Le nom CFL vient de Courant, Friedrichs et Lewy qui, en 1928 (donc bien avant I'existence
des ordinateurs!) ont mis en évidence ce phénoméne.

3.3 Intégration numérique : méthodes composites

3.3.1 Principe

On veut calculer fab [ (x) dz. On décompose 'intervalle [a,b] en a = z¢g < 1 < ... <z, = b.

On a alors , . ,
/ f(:z:)d:z::z Z f(z)dz.
a =1

i—1 Y Ti—1

Sur chaque [z;_1,;], on applique une méthode d’intégration élémentaire consistant & rem-
placer f (x) par

Pi(x) = flrio)+ flzio, zia) (@ —xi0) + ... (3.30)
+flzio, zit, ..., zig) (. — xip) ... (x — z4) , (3.31)

soit le polynome d’interpolation de f en des points z;,...,x;; de lintervalle [a,b] (qui
peuvent étre ou non dans [z;_1, ;]).

3.3.2 Meéthode des rectangles

On prend ! = 0 : on approche f par une constante f (z;0) ol z;0 € [zi—1,;]. D'ou la
formule de quadrature (i.e. intégration numeérique) élémentaire :

/ Y @) dr = hif (G)) G € minai]s hi= @i 2i (3.32)

99
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et la formule de quadrature composée :
b n
[ e =Y nit ). (3.33)
@ i=1

On reconnait 1a une somme de Riemann dont on sait qu’elle converge vers f: f () dz quand

[max h; — 0 si f est Riemann-intégrable. Les choix courants pour (; sont :
<i<n

— rectangles a gauche : (; = ;1 — ff f(x)de ~ 37" hif (z-1)
— rectangles a droite : ¢ = z; — f; fz)de =30 hif (x;)
Ti—1 + T

b n
— formule du point milieu : §; = #(:: xl_%) — / f(z)dx ~ th'f <:1:Z_%>
a i=1

FIGURE 3.2 — Formule des rectangles & gauche, des rectangles & droite, du point
milieu

La figure 3.2 suggére que la formule du point milieu doit fournir la meilleure approximation
des trois en général (voir le paragraphe sur le calcul d’erreur).

3.3.3 Meéthode des trapézes

On prend [ = 1 et on remplace f par son interpolé linéaire aux points [z;_1, z;] .

FIGURE 3.3 — Méthode des trapézes
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[ @) e =g - i) (@) + £ i),

b n—1 h + h 1
i+ i1
[ ade = 3B RE  ) 4 G (f (a0) + B (2)
a i=1
et dans le cas d’une subdivision réguliere (h; = h, Vi =1,...,n) :

b n—1
[ o= [Zf(:ci) 5 (F (o) + f(:vn))] .
a i=1

3.3.4 Meéthode de Simpson

Cette fois on interpole f aux points x;_1,z; et x,_1 = %%H’ soit, en utilisant la formule
2

d’interpolation de Newton (2.5) :

/IZ f(z)dr ~ /UEZ {f (im1) + flric,z) (e —2i0) + f [$i71a$i7$i,%} (x —xi1) (. —a3) | dx

1 @i
= hif (xi—1) + §h?f [Ti1, 2] + f [xi—lyiﬁi,fﬂi_%} / (x — 1) (x — x;) da
Ti—1
or
4 13 14 h3
/ (r —xi—1) (x —x)dx = §hi _ihi = _Fl (en écrivant —x; = x —x;—1 +xi—1 — ;)
Ti—1

et
hi f [wie1, @3] = hi (f () — f (wi-1))

3 2 —5 i—5
hif{ﬂﬁz—hxi_%,ﬂ?i} = h; : — -

2

— 2n, (f (z;) — 2f (xl;%) + f(a:i_l)) .

NSy
>

On obtient donc |
/x_ f(x)da = % (f (1) + 4f <9c_> v f (:17@-)) .

La formule composée dans le cas de pas constants devient

b n—1 n
/f(l“)dng f0+fn+22fi+42fi_;]
e i=1 i=1

ou on note f; = f(x;), fF% =f (x%%) =7 (ﬁ%ﬂ“) .

Remarque 3.1 Pour cette méthode, il est nécessaire de connaitre f aux points z; et
en leurs milieux, soit en un nombre impair de points. De maniére générale, on appelle
Formules de Newton-Cotes (fermées) les formules composées lorsque, sur chaque intervalle
[xi—1,2;], [ est interpolée en [ points équidistants. Les cas | = 1 et [ = 2 correspondent
donc respectivement aux formules des trapézes et de Simpson, le cas [ = 4 est connu dans
la littérature sous le nom de Boole-Villarceau.
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3.4 Analyse de I’erreur dans les méthodes d’intégration

3.4.1 Théorie

Nous évaluons ici Perreur faite lorsqu’on remplace f: f(z)dz par f:P(:r)dac ou P est le
polynéme d’interpolation de f aux points xg, ..., zN.

On a vu au chapitre précédent que si Py(x) est le polynome d’interpolation de f en
g, T1, ..., TN alors

f(z)—Py(x) = flzo, 1, .oyxN, ] YN (T) (3.34)
avec YN (z) (x —x0) (x —x1) ... (x —2N). (3.35)

Ainsi
b b b
—/ f(:c)d;c—/ Py (m)dm—/ flxo, z1, .oy, ] YN (2). (3.36)

L’expression de E (f) se simplifie dans deux cas particuliers.

A Yy (x) est de signe constant sur [a, b] : on peut alors utiliser le théoréme de la moyenne
pour les intégrales qui affirme que, si g et h sont continues sur [a,b] et si h (z) > 0 sur
[a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que

[s@n@ar=9@ [ n@a.

Appliqué & (3.36), ceci montre 'existence de ¢ € [a, b] tel que

b
E(f) = f[xo, x1, ..., xN, C]/ Yy (z) dx

D’apres le lemme 2.1 du chapitre précédent, on en déduit encore qu'il existe n € [c, d]
([c, d] est un intervalle contenant les x;, a et b) tel que

E(f) = /N / Uy (@ (3.37)

(N+1)

(On supposera ici et dans toute la suite que f est assez réguliére).
B f; Y (z) dxr = 0; dans ce cas, on utilise
f [.T(), X1y, oy TN, x] = f[x()y X1y oy TN, $N+1]+<.’13N+1 - l‘) f[iUO, X1y oy TN, .TN+1,.’E]

(3.38)
valable pour x4 arbitraire. Alors, (3.36) devient

b b
E(f) 2/ flzo, z1, ...,zn, eN+1] YN () dib’+/ flxo, 1, .y @n, TNy, 2] PN (2) da

b
E(f) = / f [x()a L1y ooy TN, $N+1,l'] wN—l—l (x) diL’ (339)
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Si on peut choisir zy 11 de telle fagon que ¥4 (x) reste de signe constant sur [a, b],
on aura d’aprés (3.37)

1 b
B = G o) [ v @) ds (3.40)

pourun 7 € ¢, d] (intervalle contenant les z;, a et b) (3.41)

Définition 3.2 On dit qu’une méthode d’intégration numérique est d’ordre k si elle est
exacte pour tous les polyndmes de degré inférieur ou égal a k.

Remarque 3.2 Lorsque ¥y (z) est de signe constant sur [a,b], d’aprés (3.37), on a une
méthode d’ordre N puisque P(NV+1) (n) = 0 pour tout polynoéme de degré inférieur ou égal
a N. Dans la situation B, si (3.37) est vraie, on aura méme une méthode d’ordre N + 1
(avec un méme nombre de points).

3.4.2 Application aux méthodes usuelles

3.4.2.1 Meéthode des rectangles (a gauche ou a droite)

N =0, 9 = a, 1o (x) = x — a. On peut appliquer (3.37) qui donne

! b (b — a)2 !
E(f)=fm) [ w—ayde =21 ()
La méthode est d’ordre 0 et exacte seulement pour les constantes.
i h2 h?2
| t@de-hif@en| < G m) < (342
Tt
on My : = Jgﬁi‘b‘ f ()| (3.43)

Pour la formule composée, il faut ajouter les erreurs provenant de chaque intégration élé-
mentaire. Dans le cas d’'un pas constant, on obtient :

b N M
/ F@)dr=h3f i) < GH0-a)h
3.4.2.2 Formule du point milieu
b b
N =0, xoza; wg(:c):x—a; .

Ici, fab Yo (x) dz = 0. On va donc obtenir une méthode d’ordre 1 (exacte pour toute fonction
linéaire) bien qu’on interpole par une constante. En effet, d’aprés (3.40) appliqué avec

b
TNy =0 =21 = %

[r@a-tgtuw o)< [ (e 15) =g oo
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avec My := max,<,<p | f” (x)]. Pour la formule composée associée, on obtient

b N
/ f(z)dr — hZf (%‘—1/2)
a i=1

< — — .
724h(b a)

3.4.2.3 Méthode des trapézes

N=1 zy=a, z1=0b ¢1(x)=(x—a)(x—0>).

Comme 1) est de signe constant sur [a,b], on applique (3.37) pour trouver

b —a 1" b
[ r@ar- L3 @+ son) < B om0 -
soit
b —a
[ 1250 @+ sop| < 22 0-a.

Pour la formule composée de la méthode des trapézes, on en déduit que ’erreur est majorée
par
M.
E(f) < T;h2 (b—a). (3.44)

3.4.2.4 Meéthode de Simpson

a+b

N=2 xy=a,x =

a+b
, o =b o (x)=(x—a) (x— 5 >(az—b).
Par raison de symeétrie, on vérifie que :

/awa(:v)dxzo.

Comme 93 (z) = (z — a) (z — “T‘H’)Q (x — b) est de signe constant sur [a,b], on peut appli-
quer (3.40) pour obtenir

[ 1o 52 (e oar (05 +10)] < 2 [P

soit tous calculs faits

My (b—a\®
E < — 3.45
B0l < 4 (50 (3.45)
- ) ’
<M4 max, ‘ @ () ) . (3.46)
La formule composée correspondante avec pas constant h donnera une erreur majorée par
M4 4
E < h*(b—a).
B ()] < so-ht (b—a)

Par ailleurs, la méthode de Simpson (bien que reposant sur une interpolation a trois points)
est exacte pour tout polynome de degré inférieur ou égal & 3.
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3.4.3 Exemple d’application

2

Calcul de fol e~ da.
-

Utilisons les méthodes élémentaires précédentes a ’aide des valeurs de f(z) = e aux

points 0, %, 1 soit

FO)=1,f (;) =0,77880, f (1) = e ' = 0,36788.

Dot les résultats
‘ rectangle ‘ point milieu ‘ trapézes ‘ Simpson

Jo e da |1 [0,77880 | 0,68394 | 0,74718

erreur | 0,25318 [0,03198 | —0,06288 | 0,00036

La valeur exacte est 0, 74682. Ces résultats sont tout & fait en accord avec les considérations
théoriques précédentes. Noter comment la méthode de Simpson donne une approximation
4 4.10™* avec seulement 3 valeurs de f! Ceci est bien sar da au fait que les dérivées d’ordre
supérieur ne varient pas trop sur U'intervalle [0, 1].

3.5 Meéthodes d’intégration numérique de Gauss

3.5.1 Introduction

) p P - . N b
Les méthodes composées décrites précédemment consistent a remplacer fa f () dx par une
expression de la forme

Aof (o) + Arf (z1) + ... + Anf (zn)

ou les coefficients A; sont indépendants de f et ou les z; sont N points de [a,b] . Au moins
dans les exemples considérés (et c’est un fait général), les méthodes de type Newton-Cotes
sont exactes pour les polynomes de degré inférieur ou égal & N (parfois méme de degré
N +1). Il est en fait possible avec le méme nombre de points d’obtenir des formules exactes
pour des polynoémes de degré inférieur ou égal & 2N 41 : c’est le cas des méthodes de Gauss.
Outre cet avantage, elles permettent également de calculer des intégrales singuliéres ou la
fonction f devient infinie en certains points par exemple

1 efxz
dx.
I

Pour recouvrir ce type de situation, on va considérer plus généralement des intégrales de
la forme

[ s

ol w est une fonction poids qui, dans la pratique, contiendra la singularité (ainsi w () = ﬁ
dans 'exemple ci-dessus).
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3.5.2 1Idée de base des méthodes de Gauss

Soit xg, ...,zN € [a,b] et Py () le polyndome d’interpolation de g aux points z;. On a
g(x) = Py (z)+glxo,z1,...., 2N, x] YN (T) (3.47)
vy (x) = (z—x0)(x—21)...(x —xN). (3.48)
Ceci donne en posant I (g f g (z)w(x)dx,

b
I(g)—1(Pn)= / g[zo,z1, ..., xn, ] Uy () w (x) dz.

/ YN (x =0.

Alors, raisonnant comme en (3.38), (3.39) et utilisant

Supposons que

g [1’0,1’1, ---71.]\77'1.] =9 [xoaxlv ...,Q?N,I’]\H_l] + (33' - xN-‘rl)g [.’13'0,.%'1, ...,Z’N,Q}N_t,_l,fl?]

pour zn41 quelconque, on obtient avec Yy11 () = Yy (z) (x — TN41) -

b
I(g)—1I(Pn)= / glxo, 1, xN, TN+1, ] YNt () w (x) da.

b
/ nsr (@) w () dz = 0

on peut répéter le procédé avec un nouveau point zy 2. De facon générale si

Si de méme

b
/ YN () (r —2N31) oo (& — ZNgm) w () dx =0, m=0,1,... (3.49)

on obtient & ’aide d’un nouveau point Ty 441

b
I(g) - I(PN) = / g [xﬂvxlv <os TNy TN+15 "'7$N+m+1a$] Q;Z)N+m+1 (LE)U} (:C) dx. (350)

L’idée est de choisir les points xg, ...x initiaux de telle fagon que le polynome de degré
N + 1, ¥ (z) satisfasse (3.49), c’est-a-dire soit orthogonal au polynéme

(x —xN41) .. (x* — TN4m) pour le produit scalaire associé au poids w.

Ainsi, si Py, Py, ..., Py, Pni1 est la suite de polynomes orthogonaux (normalisés) associés
a ce produit scalaire, on sait déja d’aprés la proposition 2.1 du chapitre précédent que :

(1) PN+1= (. — Co) (x — (1) . (x — ()

ou les (; sont réels et distincts :

b
(if) / Py (2) () w (2) de = 0
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pour tout polyndéme g avec degg < N. D’ou le choix :

Vi:O,l,...,N Ty 1= CZ
Vi=N +1,.,2N+1 z;:=(ont1—i.
m=N

On a alors :
¥n () = Pna (2)
et d’apres (3.49), (3.50)

b
I(g) — I(PN) = / g [[1}0, ooy TNy T N+1, ---7$2N+1] (PN—H ((13))211} (1’) dz. (351)

Comme (Py41 (2))? est de signe constant, on peut appliquer le théoréme de la moyenne a
cette intégrale, puis appliquant le lemme 2.1 du chapitre précédent (comme dans (3.37)),
on obtient l'existence de ¢ € [a, b] tel que :

g+ (¢)

I(g)—I(PN):m

b
/ (Py1 (2))2w () da. (3.52)

On obtient donc une méthode d’intégration numérique d’ordre 2N +1 avec seulement N +1
points!...

Calcul de I (Py) :
Si on écrit le polynéme d’interpolation Py sous sa forme de Lagrange, on obtient :

N
I(Py) =) _g(z:) A, avec
=0

b N o
Ai—/li(x)w(:v)dx,m—]\f L= [ S (3.53)
@ g0z M

3.5.3 Mise en ceuvre de la méthode

Comme application de ce qui précéde, examinons tout d’abord le cas du calcul d’une
intégrale du type f: f(z)w(x)dz ou a et b sont deux réels (finis). Comme les polynomes
orthogonaux sont mieux connus sur [—1, 1], on 8’y raméne toujours (quand on travaille sur
un intervalle borné) a I'aide du changement de variable :

_b+a b—a

¢
S

Ainsi :

b 1
/ f(z)w(z)dr = /_1 f(z@®)w(z(t)' (t)dt =

a1
e OO

Ceci étant acquis, il suffit de se limiter aux intégrales du type :

1
1(g) :/ g (2)w (z) dr.

-1

67



68

CHAPITRE 3. DERIVATION ET INTEGRATION NUMERIQUE

3.5.3.1 Meéthode de Legendre-Gauss

C’est le cas w(z) =

soit :

1 : Les polynémes orthogonaux appropriés sont ceux de Legendre,

Po(z) =
P(z) = =z
P = a'-5 6=

—
— =
Q
&
QU
8
0

wo(-5) e ()

1 ¢ — 1
/ 3 4z = 1 voir (3.53)

_1_\/§

1o+ L
/ \/gdle.

2
RV

Plus généralement, si on utilise N points, la formule de Legendre-Gauss va s’écrire

1 N
/1 g(x)de = Zwig(zi) (3.54)
- i=0

ou les poids w; et les racines z; sont donnés par le tableau suivant. La quatriéme colonne du
tableau fournit un majorant de l'erreur (comme d’habitude M,, désigne la norme infinie
de la dérivée n-iéme de la fonction sur lintervalle [—1, 1]. Voici comment sont établies ces
formules d’erreur : par exemple pour deux points. D’aprés (3.52), l'erreur dans la formule

. (4) .
a deux points est donnée par £ = < 24(0 f_ll (1‘2 — %)2 dx. On vérifie f_ll (x2 — %)2 de =8

~ 15
N Gl (9]
d’on E = ng'
N Racines z; Poids w; Formule d’erreur
Ji7s
+0.5773502691 1 13;
0 0.8838888888 Mg
+0.7745966692  0.5555555555 15750
10.3399810435  0.6521451548 Mg
+0.8611363115  0.3478548451 3472875 (3.55)
0 0.5688888888 v
+0.5384693101  0.4786286704 m
4+0.9061798459  0.2369268850
+0.2386191860  0.4679139345 v
12
+0.6612093864  0.3607615730 ~ — 12
648984486150

+0.9324695142

0.1713244923
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2

Appliquons ce calcul a 'exemple déja traité par les méthodes composées soit fol e *dr.

On pose z = 5 (1 +1) et donc

1 4

2 2
1 1 2 —(1-41 —(1+ L
/e_:Cde:;/ exp(—(t—i_l))dtg; exp M + exp M
0

On obtient, pour la formule avec deux points seulement

[ o 257 ()

1
5 (0,95632 40, 53687) = 0, 74659.

12

Le résultat exact est 0, 74682 soit une erreur de 0,00033 donc bien meilleure que celle des
trapezes (—0,06288 avec deux points) et du méme ordre que celle de Simpson (0,00036
mais avec trois points).

Remarque 3.3 Comme je I’ai déja signalé plus haut, il est parfaitement possible (en par-
ticulier quand l'intervalle d’intégration est grand) de reprendre l'idée des méthodes com-
posites avec des formules de Gauss. Sur chaque sous-intervalle, on fera alors le changement
de variable indiqué au début du paragraphe.

3.5.3.2 Meéthode de Gauss-Chebyshev

Clest le cas w (z) = \/11_7 : Les polyndémes appropriés sont les polynéomes de Chebyshev

dont les zéros sont (voir chapitre précédent)

(2i+1)m

C’i = COS m

i=0,..,N.

1l se trouve que dans ce cas, tous les coefficients A; sont égaux et on a la formule de
quadrature trés attrayante :

'@ . al (2i+1)7
/1mwN+1;g{COSQ(N+1)]' (3.56)

3.5.3.3 Meéthodes de Laguerre et Hermite

La méthode de Laguerre correspond au cas w (z) = e~ sur lintervalle [a,b]= [0, 400,

tandis que la méthode de Hermitee correspond au cas w (x) = e~*" sur l'intervalle |a, b[=
[—00, +00[. Les formules de récurrence permettant de calculer les polynémes orthogonaux
correspondants sont donnés a la section 2.2.4. Nous renvoyons & la littérature pour les
formules explicites et plus de détails.
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3.6 Exercices du chapitre 3

. 3 (sinx)? - .
Exercice 3.1 Calculer fl (SH;:E) dx en utilisant successivement

a) la méthode des rectangles sur 5 sous-intervalles,
b) la méthode des trapézes sur 5 sous-intervalles,
c¢) la méthode de Simpson sur 5 sous-intervalles,
d) la méthode de Gauss a 5 points

Comparer les résultats et le nombre d’évaluations de fonctions nécessaires par chaque mé-
thode.

Exercice 3.2 Déterminer le nombre de points nécessaires pour évaluer I'intégrale fol cos(x?) dx
avec une précision de 1078 par la méthode des rectangles a gauche, la méthode des trapézes,
la méthode de Simpson et la méthode de Gauss composite a 3 points.

Exercice 3.3 Imaginer une méthode de Gauss pour calculer les intégrales

1
/ (cosz)*log x dx pour o =
0
Déterminer les premiers polyndémes orthogonaux et leurs racines et mettre en oeuvre la
méthode de Gauss.

Exercice 3.4 Soit K le carré unité de R?. Imaginer une formule d’intégration numérique
sur K qui soit exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal & 3 en = et en y.

Exercice 3.5 Déterminer les 4 premiers polynémes orthogonaux pour le produit scalaire

+oo
/1 gty dt.

En déduire une formule d’intégration numérique pour calculer des intégrales du type
1+°o f(t)etdt qui soit exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 7. Tester
cette formule avec f(t) = t°, f(t) =% et f(t) = /2.

Exercice 3.6 Calculer fo—:)oo e~ dt avec 4 décimales exactes.
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3.7 TD3 : Intégration numérique et méthode des différences
finies

Exercice 1

On veut calculer l'intégrale fol cos(z?) dz avec une précision de 1078, Déterminer le nombre
de points nécessaires pour I’évaluer avec cette précision par la méthode des trapézes et par
la méthode de Simpson. Ecrire une fonction Matlab pour faire ce calcul avec n points, puis
la tester avec les valeurs de n trouvées précedemment. Vérifier avec la fonction quad de
Matlab.

Exercice 2
Soit I’équation différentielle, avec conditions aux bords de Dirichlet homogénes, suivante :

{ —y"(z) + p(x)y' () + q(@)y(z) = f(z)
y(0) =y(1)=0

On discrétise Uintervalle [0, 1] en n + 2 points équidistants :

k

zp=——=khpour 0<k<n+1
n+1

On note yg, Pk, qr et fir la valeur des fonctions ¥y, p,q et f au point z, 0 < k <n-+1. On

approche alors les dérivées premiéres et secondes de y par les formules centrées :

_ Ykt — 2Yk + Yk

Yk+1 — Yk—1
Y (wg) = S 3

2h

et y"(zp) pour 1 <k<n

Ce qui permet d’obtenir un systéme de n équations a n inconnues y1,¥Y2, - , Yn-

Ecrire la matrice de ce systéme. Ecrire ensuite une fonction Matlab qui permette de
construire cette matrice (on suppose que les fonctions p, ¢, f sont définies dans des fichiers
Matlab & part), puis de résoudre le systéme associé a I'équation différentielle. Visualiser la
solution approchée.

Fonction Matlab utile : diag

Choisir des fonctions p, ¢ et f permettant de connaitre théoriquement la solution de I’équa-
tion différentielle. On mesure 'erreur entre la solution théorique ¢ et la solution approchée

Y par :

e= Jnax lyk — 9(xk)|

Tracer la variation de e en fonction du pas h.
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3.8 Aide-mémoire

Redonnons ici les méthodes usuelles pour calculer une intégrale fab f(x) dx de fagon exacte.

3.8.1 Utilisation d’une primitive

Si F est une primitive de f, c’est-a-dire que F’'(z) = f(z) alors
b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

3.8.2 Intégration par parties

voir Section 1.7.2

3.8.3 Changement de variables

On considére ¢ une fonction de classe C! et soit a1, by tels que p(a1) = a, ¢(b1) = b, alors
en posant = = ¢(t), on obtient :

b b1
/ fayde = [ o) @(t)dt

Notez qu’il n’est pas nécessaire que ¢ soit une bijection. Bien sfir, si elle est bijective, il sera
plus facile de déterminer a; et by puisqu’il suffira de prendre a1 = = 1(a) et ap = ¢~ 1(b).

Dans le cours de probabilités du second semestre, vous utiliserez aussi I’analogue en plu-
sieurs dimensions de la formule précédente. Donnons cette formule dés maintenant. Soit
U un ouvert de RY et G : U — RY une application injective, de classe C'. Notez bien
que G est & valeurs vectorielles, c¢’est-a-dire que I'image d'un X = (z1,x9,...2y) est un
vecteur (g1(X),g2(X),...,gn(X)). On appelle matrice jacobienne de G, et on note Jg
la matrice de toutes les dérivées partielles premieéres :

g1 .. 991

ox1 oxrn

_ 9gi 99i

JG(X) - 8:1:3 e ava
9N .. Ogn

811 89:N

(autrement dit, c’est la matrice de terme général gg;). On appelle Jacobien de G le

déterminant de la matrice jacobienne, on le notera det(.J). On suppose enfin que le jacobien
de G est non nul pour tout =z dans U. Posons V' = G(U), alors, on a la formule de
changement de variable multi-dimensionnel :

/f(X)dX:/ F(GY)) |det(Ja(Y))|dY .
14 U



Chapitre 4

Equations différentielles - Théorie et
méthodes d’Euler

1l s’agit d’étudier et de résoudre numériquement les systémes d’équations différentielles du
type
y/(t) = [(ty(t), t>0 (4.1)
y(0) =y donné '

ot y : [0,4+00[— RY est une fonction vectorielle inconnue de la variable ¢ (représentant
le plus souvent le temps), yo un vecteur donné de RY décrivant 1'état initial et f une
application de [0, +0o[xRY dans RY.

4.1 Quelques résultats théoriques sur I’équation différentielle
(4.1)

Siy(t)=(y1(t),y2(t),....,yn (t)), le systéme (4.1) s’écrit

(t,y1 (t),...,yn (1))

/ /
1
?/2 (t)=f(ty(t),...,yn (1)) Cp(0) = yé i=1,..,N. (4.2)

U (8) = £ (B (8) ooy (8)

La discrétisation spatiale d’équations aux dérivées partielles modélisant les phénoménes
d’évolution est une source importante de tels problémes. Ils apparaissent aussi souvent di-
rectement sous la forme (4.2) dans les applications. Notons qu’une équation d’ordre stric-
tement supérieur a 1 peut-étre aussi écrite sous la forme (4.2). Considérons par exemple le
probléme d’ordre 2 :

{ y'(t) =gty @),y 1)) (4.3)

y(0) =yo, ¥ (0) =w1 '

ot y : [0,+00[— R est la fonction inconnue, g : [0, +0o[xR x R — R, o et y; sont des
réels donnés (position et vitesse initiales). Posant alors

ui (t) =y (t), uz (t) =9 (),
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. : t
on remplace (4.3) par un systéme équivalent ou I'inconnue est le vecteur U (t) = ( ug (t) >

0= (gt ) vO=(1)

ce qui est un systéme de la forme (4.2) avec N = 2 et f (t,u1,us) = < U ) '
g (t, uy, u2)

soit

La méme remarque vaut pour les équations d’ordre p
y@ () =g (ty (t), .., y? 7 (1))
y®=1(0),...,5/ (0),y (0) donnés

et les méthodes numériques que nous allons décrire pourront leur étre appliquées.

4.1.1 Quelques soucis d’ordre théorique

Avant d’aborder I’étude numérique de (4.1), il est bon d’avoir a esprit quelques idées
simples sur l'existence et le comportement des solutions de (4.1) :

Exemples linéaires :

/
y =ay
,a €R
{y(O)Zyo

La solution est bien sir y (t) = yoe®. Bien qu’élémentaire, cet exemple nous permettra
d’analyser quelques propriétés importantes des algorithmes étudiés plus loin.

Plus généralement, si a dépend de ¢, I'unique solution est donnée par

y (1) = yoexp (/Ota(a)da>

dés que a est une fonction continue de t.

"= A
{ ) (0) = 4o € BV (44)

Considérons

ot y : [0,+00[— RY et A est une matrice d’ordre N. Si A est diagonale, le systéme se
découple en N équations scalaires indépendantes. On a alors

Plus généralement, pour une matrice A quelconque, la solution est encore donnée par
y (t) = eyo

o et est la matrice définie par :

o

tr A"
tA
€ _Z n!

n=0
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Lorsque la matrice A dépend raisonnablement du temps, on montre encore que (4.4) a une
solution unique existant pour tout ¢ > 0. Ces deux propriétés peuvent malheureusement
aisément disparaitre lorsque la fonction f est non linéaire.

Exemples non linéaires

{ v =y (4.5)

Yy (O) =1%o
Y =ys
{ ¥ (0) = 10 (46)

L’équation (4.5) s’intégre explicitement puisque, sur un intervalle ou y ne s’annule pas :

_ d 1 1 1 Yo
/ 2 /=2
s 7Y dt< y> Yo y(t) v @) 1 —tyo

Ainsi, pour yg > 0, la solution explose pour t* = y% il n’y a donc pas existence globale
pour tout ¢t > 0.
L’équation (4.6) s’intégre de fagon identique : on obtient

;1 d (3 2 3 2 3 2
vy i =les o (23/3) =gy (t) =5y +

En particulier, si yg = 0, on obtient comme solution

y(t):<§t>g.

Seulement, on vérifie que y (t) = 0 est aussi solution. Donc, il n’y a pas unicité des solutions
de (4.6). En fait il y en a une infinité puisque pour tout a > 0

ya(t):{(g(t—a))g si t>a

0 si 0<t<a

est aussi une solution. Enoncons sans démonstration un théoréme classique relativement
général assurant existence et unicité locale.

Théoréme 4.1 (Cauchy-Lipschitz) i) On suppose que f est continue de [0,a] x RN —
RN avec a > 0. Alors, pour tout vo, il existe au moins une solution continument dérivable
sur [0,T] de :

") =f(tyt) 0<t<T
{§<0> Yo ! (4.7)

pour un certain T €10, a].
i1) On suppose de plus que f est localement lipschitzienne par rapport & la variable vy,
c’est-a-dire :

”f (tvyl) - f (tayQ)H <L (M) Hyl - y2” pour tout t € [OaT] ) (48)

pour tout y1, yo avec ||y1]| < M, ||y < M

ot L est une fonction croissante de [0, 00[ dans [0,00[ et ||.| une norme sur RY.
Alors, la solution de (4.7) est unique.
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FIGURE 4.1 — Deux solutions distinctes de ’équation différentielle (4.6)

Remarque 4.1 Le point i) justifie 'existence de solutions locales pour les problémes
(4.5),(4.6) (voir aussi l'exercice 4.2). En revanche, on voit qu’elles ne sont pas nécessai-
rement globales.

Les exemples (4.4) et (4.5) entrent dans le cadre (ii). En effet :
i — u3| = |y + ol [y — w2l < 2M |y1 — ol si [wal, [yo| < M.

Par contre y — y% n’est pas localement lipschitzienne.
On peut en fait montrer que les conclusions de ii) restent valables lorsque (4.8) est remplacé
par I'hypothése de monotonie (plus faible que (4.8)) :

(f (1) = (8 y2) 90— ) < L(M) g1 — gl (4.9)

ot (.,.) est le produit scalaire usuel sur RY et ||.|| la norme associée.
Ainsi, dans Pexercice 4.2, f vérifie (4.9) avec L (M) = 0 (alors qu’elle ne vérifie pas (4.8).

Les hypothéses de monotonie assurent aussi I’existence globale :

Théoréme 4.2 On suppose que f est continue sur [0, +0o[xRN et que

(f (toy1) — f(ty2) vy — y2) < L1 — v2ll® Vo1, 92 € RY, Wt > 0. (4.10)

Alors le probleme (4.7) admet une solution et une seule sur [0, 0o].

Remarque 4.2 Les hypotheéses (4.10) recouvrent le cas ou f est globalement lipschitzienne
en Yy, soit
1f (¢ y1) = f (Ey2) |l < Llyr — g2ll- (4.11)

C’est en particulier le cas si f (t,y) = A (t) y o A (¢) est une matrice a coefficients continus
et bornés sur [0, +0o0l.

Nous renvoyons a la littérature pour une démonstration de ces résultats (par exemple :
"Analyse Numérique des équations différentielles”, par M. Crouzeix et A.L. Mignot, Dunod).



4.2. METHODES DE RESOLUTION A UN PAS

4.1.2 Reégularité de la solution

Par définition, une solution de (4.7) est une fonction dérivable sur [0, 7| satisfaisant

y () =f(ty®) Vtel0,T], y(0) =y (4.12)

Si f est continue, par composition, ¢y’ est continue. Donc y est une fonction continument
dérivable : y est de classe C1.

Supposons N = 1 et que f soit non seulement continue, mais aussi de classe C, i.e. %{ (t,y)
et % (t,y) existent et sont continues sur [0,7]. Alors, d’apres (4.12), ¢/ (t) est lui-méme
dérivable et of of
") =—=(t,y(t) + = (t,y @)y (t).
V()= G hy®)+ 5 Ly O 0

Ceci montre que y” est continue : y est de classe C?. Le raisonnement peut étre reconduit :

y sera de classe CPT1 si f est de classe CP. Par ailleurs, si g—f est continue, d’apreés le

théoréeme des accroissements finis, on a, pour |y1|, |y2| < M, t € [0,T]
|f @) = f (G y2)| < L (M) [lyr — va

ot L (M) = maxy <, o<i<T ’%{ (¢, y)’ et donc f est localement lipschitzienne.

L’hypothése f est de classe C'! nous assure existence, unicité, et régularité locale de la
solution.

Ces remarques ne sont pas particuliéres & N = 1 mais restent valables pour les systémes :
seules les écritures sont plus lourdes.

4.2 Méthodes de résolution & un pas

Nous allons commencer par décrire une méthode trés simple mais fondamentale : nous
mettrons & profit sa simplicité pour en analyser son erreur de discrétisation, sa consistance,
sa convergence et sa stabilité, autant de notions clefs dans ’analyse numérique des équations
différentielles.

4.2.1 La méthode d’Euler

Soit donc a résoudre numériquement

"t)y=f(tyt) 0<t<T
{ ’ ?/(%) =% (4.13)

ot y : [0, +00[— RY est la fonction cherchée, f : [0, +oo[xRY — RN ¢y € RV, Nous sup-
poserons que (4.13) admet une solution sur [0,7]. Nous noterons My = maxo<¢<7 ||y (t)||
ot ||.|| est une norme sur RY et nous supposerons que f est de classe C' sur [0, 7] x RY.
Ainsi, d’aprés les remarques précédentes, nous aurons

Vyi,y2 avec |ly1ll, [|lyal] < M 1f (@t y1) — f &yl < L (M) [[yr — 2 (4.14)

vt e [0,T] ||y @)| <My, ||y )] < Mo.

7
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Nous allons discrétiser (4.13) en introduisant une subdivision
O=tg<ti<to<..<t,=T.

On notera hy, =t,41 —tn, n=0,..., N — 1 et h = maxo<p<n hp. Alors (4.13) implique

pourn =0,..,N —1 Yy (tn+1) -y (tn) = Lin+1 / (tvy (t)) dt
{ 5 (0) = 1 . (4.15)

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre (4.13) différent par le choix de I’évaluation
numérique des intégrales fttn"“ f(t,y(t))dt.
La méthode d’Euler classique correspond a une méthode des rectangles & gauche, soit :

pourn=20,....,N —1 Yni1 = Yn + hof (tn,yn) - A
=" (val hé 0 (4.16)
yo = yg (valeur aprochée de y").

Il est nécessaire d’analyser dans quelle mesure la valeur calculée approche suffisamment la

251

0.5

FIGURE 4.2 — La méthode d’Euler pour I'équation y'=1/(2y) avec un pas constant
b =1:Yn+1 = yn +1/(2yn)

valeur exacte y (t,) et donc d’évaluer Uerreur de discrétisation
en =Y (tn) = Yn-
Définition 4.1 On dira que la méthode est convergente si

max_|le,|| tend vers 0 lorsque h tend vers 0 et yb tend vers y°.
0<n<N
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Remarque 4.3 si la méthode est convergente, en choisissant h assez petit, et yg assez
voisin de y°, on obtient une bonne approximation de y (t,), n = 0,..., N — 1 a I’aide
du schéma (4.16). Il semblerait plus naturel de poser directement yo = y° dans (4.16).
Cependant, dans la pratique, si y° est réel, il ne pourra pas toujours étre pris en compte de
facon exacte a cause des arrondis. Une analyse correcte nécessite donc de supposer y° # yg.

De plus, comme dans tout calcul numeérique, il se pose un probléme de stabilité, il est né-
cessaire de connaitre les conséquences d’une petite variation de y(}} ainsi que celles d’erreurs
(inévitables dans la pratique) sur le calcul de f (tn, yn) -

Définition 4.2 Nous dirons que la méthode (4.16) est stable s’il existe une constante K

telle que
N-1

max ||y, — 2l < K |llyo = zoll + Y _ [leall (4.17)
n

n=0

pour tout z, solution de
Znt1 = Zn + hnf (tn, 2n) + €n, n=0,...,N — 1.

Cette notion de stabilité implique que de petites perturbations sur les données et sur tous
les calculs intermédiaires n’entrainent que de ”petites” perturbations du résultat ce qui
est absolument nécessaire pour qu’un schéma numérique soit réaliste. Cependant, cette
remarque n’est valable de fagon pratique que si K est de taille raisonnable (voir exemples
plus loin).

Enfin, on dégage aussi une notion de consistance d’un schéma numérique : ’erreur de consis-
tance représente l'erreur qu’on fait au n-iéme pas en remplacant I'équation différentielle
par ’équation discrétisée, soit ici :

En =Y (thrl) -y (tn) - hnf (tna Yy (tn)) . (4'18)

Définition 4.3 On dit que la méthode est consistante si

N-1
iy - e =0
lim > Jlenll =0
n=0

Remarque 4.4 On montre que, pour les méthodes & un pas, consistance et stabilité im-
pliquent convergence. Nous allons le constater ici pour la méthode d’Euler.

4.2.1.1 Estimation de ’erreur de discrétisation

Cn+1 =Y (tn-i-l) “Yn+1 =Y (tn-i-l) —Yn — hnf (tna yn)
soit d’aprés (4.18)
ent+l1 = €n + I, (f (tm ) (tn)) - f (tna yn)) + en. (4~19)

Pour des raisons de simplicité, nous supposerons ici que la constante de Lipschitz dans
(4.8) est uniforme, c’est-a-dire

L(M)<L VYM>0 (4.20)
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De (4.19), (4.8), (4.20) on déduit
lentll < (L4 Lhn) [lenll + [lenll (4.21)
Afin de faciliter la récurrence dans (4.21), on utilise I'inégalité 1 + 2 < e® pour obtenir
lens1ll < e [lenll + llen]] -

Par récurrence, on obtient ainsi
n—1
lenll < €X' fleol| + Y Xt Ttitt) gy | (4.22)
i=0
Remarque 4.5 Le calcul que nous venons de faire prouve en fait la stabilité de la méthode ;
en effet, posant

Zn4+1 = Zn + hnf (tm zn) +€n (4'23)
au lieu de (4.18) et en posant €, = 2z, — y, on aurait de méme
n—1
[Enll < € fleo|| + D eFintirt) gy (4.24)
i=0
et donc
n—1
enll < K ||le i 4.2
jax [lenl < K | [leofl + Z; HézH] (4.25)
1=
avec K = el'T.
Si nous revenons a (4.22), nous voyons que, lorsque h tend vers 0, |leg|| = Hyo — y(}}H tend

vers 0. Reste a montrer que le dernier terme tend vers 0, c’est-a-dire montrer la consistance
. . . s LT N-1

de la méthode, puisque ce dernier terme est majoré par e™* > .7 |l&;]| .

Or

fn = ) = ()~ haf () = [ (0= o (0)

_ /:“ [ /tt e do—} _ /t:m (tuss — o)1 () do.

On retiendra de ceci que

tnt1
kwsh/ Iy (@)|| do < hMs (tnss — t)
tn

n—1

> lleill < WMyt (4.26)
i=0
Ainsi, ces estimations jointes a (4.22) donnent

llen]l < €™ [lleoll + hMat,)

et

< et hM>T 4.2
Jmax llenl] < €T [Jleol] + hMoT] (4.27)

ce qui prouve que la méthode d’Euler est convergente.
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4.2.1.2 Influence des erreurs d’arrondis

Si on veut calculer y (T') avec une précision donnée €, d’aprés (4.27), il faut bien sir d’abord
choisir |leg|| assez petit : supposons qu’on puisse le choisir nul. En théorie, on peut alors
choisir h assez petit pour que hM>T < e. Cependant, dans la pratique, il est illusoire de
vouloir choisir h "trop” petit, car alors les erreurs d’arrondis prennent le relais de 1’erreur
de discrétisation : en effet, le calcul

Yn+l = Yn + hnf (tna yn)

donne lieu & une erreur pu, sur le calcul de f(¢,,y,) et & une erreur d’arrondi p, sur le
résultat final : ’algorithme du calculateur est donc

Zn+l = Zn + hn, (f (tm Zn) + Mn) + on.
D’apreés les formules (4.23), (4.24), (4.25), on a

=0

N-1
LT
lyn —znll <e (Hyo =20+ Y (hallnll + ||pn||)> :

Supposons [|pn|| < p et ||pn]] < p. La somme de Verreur de discrétisation ||y (1) — yn|| et
des erreurs d’arrondis est donc majorée par (remarquer Zz;é llonl|l < Np = %) :

T
Eyn =T (hMgT + llyo — 2ol + T + hp) . (4.28)

Ceci montre que les erreurs d’arrondis tendent en général vers I'infini lorsque h tend vers 0
... ce qui est bien normal puisqu’on accumule alors le nombre d’opérations. On peut essayer
de voir quel serait le pas "optimal” qui rendrait Ey minimum. Puisque Eyn est de la forme

En = A—l—Bh-i—p%

avec A = el (|lyo — 20| + Tp)
B = MyTe"
C = Te'7,

le minimum est atteint pour h = h* = \/p% : c’est-a-dire que, autour de h* les erreurs

d’arrondis s’équilibrent avec celles dues & la méthode. Un bon choix nécessitera bien sir
h > h* : il est inutile d’augmenter le cotit de calcul pour rien.

Remarque 4.6 Les calculs ci-dessus sont faits de facon "pessimiste” : souvent les erreurs
d’arrondis se compensent dans une certaine mesure (mais c’est aléatoire).

Il est intéressant de noter dans l'expression de En comment les erreurs d’arrondi sur la
donnée initiale ||yo — zo|| se "propagent” : leur impact sur Uerreur finale est majoré par
e |lyo — 20|l ce qui est raisonnable ... si e/? n’est pas trop grand : nous allons voir sur
des exemples ce que ceci signifie numériquement :

Exemple 1 :

y(t)—3t  tel0,6] (4.29)

—
@\
—~
~
S~—
Il
ULV
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La solution est y (t) = % + t. Ce probléme est donc tout & fait inoffensif. Cependant, ici

L = 3 donc pour T = 6,
el = e'® ~ 0.6510%.

Ainsi, si on considére la solution z (t)du méme probléme avec la donnée initiale z (0) =
% + (= 0.33333333 par exemple) ; par différence

et donc (z —y) (t) = ee’.

Ainsi 2 (T) = y(T) + €e'® ~ y(T) + 0.65¢10%. En conséquence, si on travaille avec un
calculateur travaillant avec une présence relative de 1078, il sera pratiquement impossible
d’approcher convenablement y (6) ... et ceci indépendamment du choix de la méthode nu-
mérique. On dit que le probléme ci-dessus est mal conditionné ou méme ici, numériquement
mal posé.

Exemple 2 :

y(0) = . (4.30)

La solution est y (t) = %. La méthode d’Euler conduit a

{ y' (t) = =150y (t) + 50

Ynt1 = Yn + hn (—150y, + 50).

Soit encore
1 1
nt1 — = = (1 — 150h,, n— = | .
Ynt1 3 ( )<y 3>

Sihn:h:%,onadonc

Yn — % = (1 — 150R)" <yo - ;) = (-2)" (yo - ;) : (4.31)

En particulier,

1

yso —y (1) = (-2) <yo - 3>’

Sachant que 250 ~ 105, ceci montre que le pas choisi est trop grand.

Ici, la méthode d’Euler n’est pas un algorithme numériquement stable : bien qu’elle satis-
fasse a la condition de stabilité théorique (4.17), le coefficient K est trop grand. Cependant,
on peut montrer que ce probléme est bien conditionné au sens qu'une petite variation de
yo induit une petite variation de y (¢) puisque, grace au signe — devant 150y (¢), on montre
aisément :

ly @) =y ()] < lyo — Yol

La relation (4.31) met en évidence un autre phénomeéne : lorsque n grandit, y, — % devient
en module de plus en plus grand et est alternativement positif et négatif : au bout d’un
temps trés court, les calculs ne sont plus significatifs. Analysons ceci de facon un peu plus
systématique.
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Exemple 3 :
"t)=—=Xy(t) A>0
{ 3(0) o 4 . (4.32)

Ce probléme continu est trés stable par rapport a yo puisque y(t) = yoe M et donc
ly (1) =5 ()] < e [yo —Tol -
La méthode d’Euler appliquée a (4.32) avec pas constant donne
Yn+1 = Yn — Ahyn = (1 = Ah) yn
et donc

yn = (1 — Ah)" yo.

Le pas h étant fixé, on voit que, bien que la solution exacte soit bornée, la solution calculée
yn, aura un module de plus en plus grand si |1 — Ah| > 1, d’ott un phénomeéne d’instabilité.
La condition de stabilité s’écrit donc

Ah < 2 (4.33)

Ainsi, il sera nécessaire de prendre h d’autant plus petit que A est grand. Cette restriction
apparait également trés souvent dans les systémes différentiels provenant de la discrétisation
d’équations aux dérivées partielles de type parabolique (voir la condition CFL du chapitre
précédent).

4.2.2 Méthode d’Euler implicite

Afin de remédier au probléme d’instabilité soulevé ci-dessous, on a souvent recours & une
méthode de type implicite comme la suivante

{ Yot = Yo+ b f (tnt1, Ynt1) (4.34)
Yo=Y

qui provient de 'intégration de fti”“ f (t,y (1)) dt par une méthode des rectangles a droite.
On voit que la relation (4.34) définit y,,+1 de fagon implicite et qu’il faut donc résoudre un
probléme pour calculer y,+1. Le cotit est évidemment plus lourd que dans la méthode d’Eu-
ler explicite vue précédemment, mais en contrepartie la stabilité est grandement ameéliorée
comme on va le voir en reprenant l’exemple (4.32). On a donc, avec un pas constant :

Yn+1 = Yn — )\hyn—i—l
soit
_ ¥ Y

En particulier, on a toujours (quel que soit le choix du pas h)

1Yn] < |yo] -

Par ailleurs, on montre que cette méthode converge avec la méme vitesse que la précédente.
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4.3 Reésolution d’EDO en utilisant Matlab

Matlab dispose de plusieurs solveurs d’équations différentielles :

— 0de23 et ode4b qui codent des méthodes classiques de Runge-Kutta (cf section 5.1 dans
le chapitre 5)

~ odell3 qui utilise une méthode d’Adams-Bashforth (cf section 5.3.1 dans le chapitre 5)

— odelbs, o0de23s qui sont & utiliser lorsque ’équation différentielle & résoudre est particu-
lierement raide (stiff en anglais) ce qui peut arriver notamment en cinétique chimique.

Lorsqu’il n’y a pas lieu de croire que ’équation est problématique, on peut commencer par

ode4b ou ode23 . Ils s’utilisent comme ceci :

* Léquation différentielle doit étre ramenée (comme & la section 4.1) & une équation,
. . . , . "
eventuellement vectorielle, mais du premier ordre en temps; par exemple I’équation x +

2 —tx = 0, s’écrit
, 0 1 (t)
= ) % t) = ’
Yy (t _2>y ol on a posé y(t) (x(t))

. ., . . / 2
* Le systéme est codé sous forme d’un fichier qui étant donné y et ¢ renvoie y (t) ; créons
ici le fichier essai.m suivant :

function dy = essai(t,y);
dy = [y(2); t*y(1) — 2xy(2)];

Dans le cas ou I’équation est vectorielle, la dérivée doit obligatoirement étre un vecteur
colonne et non un vecteur ligne. Dans le cas des équations & coefficients constants, il est
nécessaire de taper la ligne function dy = essai(t,y) méme si dy ne dépend pas du temps
t.

* On peut ensuite utiliser un solveur Matlab avec la commande :
[t,y] = ode23('essai’, [tinitial, t final],y0)

ou tinitial et tfinal sont les instants entre lesquels on cherche & approcher la solution et
ou y0 est la condition initiale.

Les algorithmes sont & pas adaptatifs le vecteur ¢ contient les instants pour lesquels une
valeur approchée de la solution y a été calculée; si 'on souhaite connaitre la solution a des
instants bien particulier, par exemple pour un pas de temps régulier, il suffit de remplacer
le vecteur [tinitial,tfinal] par le vecteur temps souhaité.

4.4 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1 Résoudre le systéme (4.4) quand la matrice A est diagonalisable.

Exercice 4.2 Vérifier que les problémes

/

y'=-y* y(0) =1y (4.35)
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1
v =-vy3 y(0)=wo (4.36)
ont une solution unique sur [0, col.
Exercice 4.3 Soit ¥ (t) = Ay (t) on A est une matrice carrée N x N diagonalisable de
valeurs propres 0 < A1 < Ao < ... < Ay.
Montrer que si Ayh < 2, la méthode d’Euler est stable au sens que ¥, reste borné pour n

grand.

Exercice 4.4 Pour résoudre numériquement y' = —\y, on décide d’approcher ¢’ (¢,) par
les différences finies centrées

Yy (thrl) -y (tnfl) h
2h ’

Y (tn) ~ =tpt1 — tn-1, Vn.

Ceci conduit au schéma

Yn+1 = Yn—1 — 2X\hy,.
Montrer que ce schéma est toujours instable.
Exercice 4.5 On considére 'équation différentielle

{ y'(t) = e
y(0)=0.

Montrer ’existence et 1'unicité locale, puis globale sur R de la solution. En déduire que
celle-ci est impaire. Montrer qu’elle admet une limite quand ¢t — +o0.
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4.5 TD4 : Résolution numérique d’équations différentielles

Exercice 1 Stabilité théorique et stabilité numérique

Résoudre théoriquement I’équation différentielle suivante :

Ce probléme risque-t-il d’étre instable 7 Résoudre ce probléme & ’aide des solveurs ode23
et odedb entre 0 et tmax pour tmax compris entre 5 et 20. Que constate-t-on 7 Comparer
les 3 solutions en les tragant sur un méme graphique. Expliquer ce que vous observez.

Exercice 2 :
Soit I’équation différentielle suivante :

{ y () = exp (y(t))
y(0) =yo=1

1. Résoudre de fagon approchée cette équation & ’aide d’un solveur Matlab. Qu’observe-t-
on?

2. Retrouver cette propriété en résolvant théoriquement 1’équation différentielle.

On se propose de mettre en place les deux méthodes d’Euler & pas fixe pour proposer une
valeur approchée du temps maximun d’existence.

3. Méthode d’Euler explicite

Programmer la méthode d’Euler explicite & pas constant. Quel test d’arrét proposez-vous ?
Quelle est, en fonction du pas de temps h, la précision dont on dispose sur le temps maxi-
mum d’existence ?

4. Méthode d’Euler implicite
Programmer maintenant la méthode d’Euler implicite & pas constant. Vous effectuerez la
résolution de I’équation non linéaire, & chaque pas, grace a la fonction Matlab fzero.



4.6. AIDE-MEMOIRE : EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

4.6 Aide-mémoire : équations différentielles linéaires

Il y a quelques équations différentielles qu’on sait résoudre explicitement. L’exemple le
plus notable est celui des équations linéaires & coefficients constants. Remarquons pour
commencer que le Théoréme de Cauchy-Lipschitz 4.1 a une jolie application dans ce cas :

Théoréme 4.3 Soit ag, a1, ...,a, des réels avec a, # 0. Alors I'ensemble des solutions de
Uéquation différentielle
apy® + ...+ ary +apy =0 (4.37)

est un espace vectoriel de dimension p.

Le fait que ce soit un espace vectoriel E est évident ici et est dii au caractére linéaire de
I’équation. Pourquoi est-il de dimension p? Considérons "application

E — Rp
y = (9(0),90),...,y%"1(0))

Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz permet de voir que cette application ® est bijective : en
effet, pour tout élément (b1, bs,...,b,) de RP, il existe une unique solution de ’équation
différentielle (4.37) qui satisfait (y(0),%'(0),...,y®~(0)) = (b1, ba, ..., b,). Autrement dit,
tout élément de ’espace d’arrivée R? a un unique antécédent.

Maintenant qu’on sait que E est de dimension p, pour le déterminer, il suffit d’exhiber
une famille de p solutions qui soient linéairement indépendantes (et qui formeront alors
une base de l'espace vectoriel E). A cet effet, on peut chercher des solutions sous la forme
exponentielle : y(z) = exp(Ax). En substituant dans I’équation (4.37). Cela conduit alors
a I’équation caractéristique de I’équation (4.37) :

ap P+ ...+ A +ap=0 (4.38)

dont toute racine A (et on sait qu’il yen a exactement p, quitte & travailler en nombres
complexes) va fournir une solution de 'équation différentielle sous la forme §(z) = exp(Az).
Par exemple, si ’équation caractéristique (4.38) a p racines distinctes (ce qui est le cas le
plus fréquent) A1, ..., A, alors il est possible de vérifier que les p fonctions yi(x) = exp(Agx)
sont linéairement indépendantes (exercice!) et on a donc démontré que toutes les solutions
de I’équation différentielle (4.37) peuvent s’écrire

p

y(x) = cpexp(hz).

k=1

Dans le cas ou I’équation caractéristique posséde des racines multiples, il convient de ra-
jouter des solutions sous la forme zexp(\z),z? exp(Az)... Notons que ce qu’on vient de
présenter reste théorique et n’est pas nécessairement trés utilisable pour un degré p > 5.
En effet, la recherche de toutes les racines d’un polyndéme de degré p > 5 n’est pas si facile
(voir chapitre 8) et donc, les méthodes numériques présentées dans ce chapitre et dans le
suivant s’avéreront bien souvent beaucoup plus efficaces.

Enfin, si I’équation a un second membre, c’est-a-dire si elle est de la forme

apy® + ...+ ary + agy = g(x) (4.39)
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la technique consiste a résoudre d’abord 1’équation homogene (4.37) comme on l’a décrit
ci-dessus, puis a rechercher une solution particuliére de ’équation compléte par votre mé-
thode favorite (essayer de deviner la forme de cette solution particuliére, puis méthode
des coefficients indéterminés ou bien méthode de variation de la constante). La solution
générale de (4.39) s’obtient alors en ajoutant les deux.



Chapitre 5

Equations différentielles - Méthodes
de Runge-Kutta et méthodes
multi-pas

Nous envisageons maintenant d’autres méthodes de résolution de I’équation différentielle

'(t) = f(t,yt), t>0
{ 5(0) = %0 ! donné (5.1)

plus rapides et plus efficaces que la méthode d’Euler. Nous commencons par exposer les
méthodes de Runge-Kutta qui sont des méthodes ¢ un pas, puis nous expliquons comment
on peut adapter le pas de discrétisation. Nous décrivons les méthodes multi-pas. Nous
présentons ensuite les avantages et inconvénients de chaque méthode. Nous terminons par
évoquer le cas des problemes auz limites.

5.1 Les méthodes de Runge-Kutta

Une méthode a un pas s’écrit de fagon générale

Yn+1 = Yn + hnod (tna Yn, hn) . (52)

Ainsi, yn+1 est calculé a partir de y, par 'intermédiaire de la fonction ¢. Cette méthode
peut étre explicite ou implicite. Ainsi, pour la méthode d’Euler explicite, on a

¢(757?/7h) = f(tvy)

tandis que pour la méthode d’Euler implicite ¢ (¢,y,h) est défini de fagon implicite;
¢ (t,y,h) est la solution de I’équation

Y =yn+hunf (thrle) .

Définition 5.1 On dit que la méthode (5.2) est d’ordre p si lerreur de consistance vérifie

N-1
Z ||y (tn—i-l) ) (tn) - hn¢ (tnv Yy (tn) 3 hn)” S Kh? (5'3)
n=0
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ot h = maxo<p<n hn et ce, pour toute solution p fois continument dérivable de y' (t) =

fty (@)

Exemple : Nous avons vu que la méthode d’Euler explicite est d’ordre 1 (cf. (4.26)). Il en
est de méme pour la méthode d’Euler implicite. Nous allons le montrer ici en considérant
plus généralement :

f-méthode :
Yn+l = Yn + I, [9f (tn-i-l: yn-i—l) + (1 - 9) / (tna yn)] (5'4)

ou @ € [0,1]. Pour # = 0, c’est la méthode d’Euler explicite; pour § = 1 on retrouve la
méthode d’Euler implicite (4.34).

Analysons ’erreur de consistance :

En = y(thrl) - y( ) [ef( n+1,Y ( n+1)) + (1 - 0) f (tn,yn)] .

Pour simplifier, nous supposerons N = 1; les techniques et résultats sont identiques en
dimension supérieure. D’aprés la formule de Taylor !

Y (tnt1) = Y (tn) + hny” (tn) + 9 y( ) (cn)

ou ¢y, € [tn, tn+1] . De méme

Y (thy1) =y (tn) + hny/ (tn) + 5° g

On en déduit
h2 h3 =
n = Bt/ (tn) 2 (00) ) (@)
2

i [0 (4 0+ bt )+ 2200 () + 1= 004 )]

soit

=2/ () [ - 0] 41 (309 @) - 50 (@)

Sif # % (par exemple # = 0 ou 6 = 1), erreur locale sera en h? et I’erreur totale de
consistance sera en h et la méthode d’ordre 1. Par contre, si § = %, on obtient une méthode
d’ordre 2. Ce choix est souvent appelé méthode de Crank-Nicholson.

Meéthode de Crank-Nicholson :

Yer = g+ [1f<tn+1,yn+1>+ f(tn,yn>] (5.5)

Analysons la stabilité asymptotique sur le cas particulier

Y (6) = =My (8).

On a alors
Yntl = Yn + h [_)\Hyn+1 - A (1 - ‘9) yn]

1. voir Section 1.7.1



5.1. LES METHODES DE RUNGE-KUTTA

C1-M(1-6)
Yntl =g O

(1= Ma—0)\"
Yn = 1+ \ho yo-

L’approximation ¥, restera bornée pour n grand si

1— b (1—6)

—1
S T ARG

<1

Ceci équivaut a
Ah

ST o

D’ou la condition de stabilité asymptotique
-8 0>
-8 0 <

Conclusion : La méthode de Crank-Nicholson est d’ordre 2 et stable (au sens ci-dessus)
pour tout choix de h. Ceci explique qu’elle soit souvent retenue.

0 <2o0u0< A <24 AR.20.

: méthode stable Vh > 0
(5.6)

SN

: méthode stable si Ah < 1_2—29

Dans la pratique, méme une méthode d’ordre 2 se révéle assez souvent insuffisante car
nécessitant trop de pas de temps pour atteindre une précision donnée. Il est alors nécessaire
d’utiliser une méthode d’ordre supérieur : les plus courantes sont celles de Runge-Kutta
qui reposent sur des méthodes d’intégration numérique d’ordre supérieur pour

/t " iy @)

Décrivons-en le principe : t,; =ty + hpcj, 7 = 1,...,q étant des points de [t tp1] (0 <
¢; < 1), le remplacement de f(t,y(t)) par un polynome d’interpolation aux points ¢,
conduit & une formule d’intégration numérique du type

tnt1 q
/t F by () dt =t | S0F oy (b))

Les méthodes de Runge-Kutta consistent & remplacer ces évaluations approchées par des
égalités soit

q
Yntl = Yn + b, Z bjf (tn,ja yn+j) s (57)
j=1

les valeurs y, ; étant elles-mémes évaluées & l'aide de formules d’intégration numérique
utilisant les mémes points ¢, ; :

q
Jj=1
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Remarque 5.1 — Les formules (5.8) définissent les valeurs y, ; de facon explicite si la
matrice [a;;] est strictement triangulaire inférieure, sinon elles sont obtenues de fagon
implicite.

— La méthode d’Euler et la 8-méthode sont des cas particuliers. Citons quelques méthodes
d’ordre supérieur souvent utilisées.

Runge-Kutta d’ordre 2
Ynt1 = Yn + 3 (KT + K3)
k? = hnf (tnayn) (5.9)

ou
Yntl = Yn + ki

1 =haf (tnyn) (5.10)
k2_ nf(tn+ 2>yn+k1>
et la fameuse méthode d’ordre 4 :

Runge-Kutta d’ordre 4

Ynt1 = Un + & (K7 + 2kT + 2k% + k)

kY = hof (tns yn)

k3 = hnf <t + 5+ ﬂ) : (5.11)
B = hnf (tn+ %90+ F)

\ kff = hnf (tn+17yn + kg)

On détermine 'ordre de ces méthodes & 'aide de la formule de Taylor. Considérons par
exemple
Yn+1 = Yn + (ak] + bEY)
kY = hof (tn, yn) : (5.12)
721 - hnf (tn + Oéhm Yn + Bk?)

Il s’agit d’estimer
Ent+l1 =Y (tn+1) -y (tn) + hno (tm Yy (tn) ) hn)

ou
d) (tna ) (tn) ,hn) =a\+ bM
avec
A= f(tnay(tn))
= f(ta+ahy,y(ta) + Bha)).
Or

f (tn + ahy, Yy (tn) + Bhn)‘) = f (tna Yy (tn))+ahnft (tnv Y (tn))+/8hn)‘fy (tm ) (tn))+o (h721) :



5.2. CONTROLE DU PAS

2

(b)) = (1) = ha (1) + "2 (1) + O (B3).

Puisque
y" (tn) = fi (tasy (ta)) + fy (tn,y (ta)) A,

on en déduit
st = haA (1= (@4 0) 4 02 (5 (4 AR — blafi + 7)) +0 (42).

L’erreur locale est d’ordre 3 (et la méthode d’ordre 2) si

a+b=1
%:ab:bﬁ ’

C’est le cas dans les algorithmes (5.10) et (5.11).

Remarque 5.2 On démontre, sous des hypothéses de régularité sur f, que les méthodes
de Runge-Kutta sont stables au sens de (4.17). Etant stables et consistantes, elles sont
convergentes suivant un principe général déja mentionné pour les méthodes & un pas.

5.2 Controle du pas

Dans la description des algorithmes précédents, nous avons supposé le pas h, variable.
Dans la pratique, il est naturel de chercher & utiliser un pas constant h, = h et on le fait
souvent. Cependant, il est difficile d’évaluer la taille optimale du pas h : il ne doit pas étre
trop petit, sinon le cotit de calcul est important et les erreurs d’arrondis s’accumulent. Il
ne doit pas étre trop grand pour que les calculs conservent une précision suffisante. Toute
la difficulté consiste bien str a choisir le pas pour que la valeur y (") puisse étre connue
avec une précision préfixée.
Les algorithmes les plus performants de ce point de vue réalisent un contrdle du pas a
chaque étape, dans le but
— de rester dans une marge de précision voulue
— mais aussi d’adapter le pas aux irrégularités éventuelles de la solution : sur des inter-
valles ou la solution varie peu, on pourra "avancer a grands pas’. Quand les variations
deviennent plus raides, on diminue le pas.
Un controle “optimal” du pas dans un probléme donné est toujours difficile & déterminer
et, souvent, coliteux & mettre en oeuvre. Nous nous contenterons de donner ici quelques
idées simples pouvant étre utilisées en premiére approximation.
Etant donné une méthode a un pas de type (5.2), il s’agit a chaque étape de choisir un
pas h tel que Uerreur y (t, + h) — yn, — ho (tn, Yn, h) reste en deca d’une certaine tolérance.
Supposons avoir agi pour le mieux aux étapes précédentes : on ne peut plus alors agir sur
Yn et (3 moins d’espérer des erreurs de compensation qui sont de toute fagon imprévisibles
en général), on peut raisonner en supposant que ¥y, est connue de fagon exacte et controler
alors l'erreur locale de consistance :

En (h) =Y (tn + h) - (Z/ (tn) + hno (tna Yy (tn) ahn)) :
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(Un raisonnement fait de fagon globale conduit en fait a la méme conclusion : controler
Uerreur locale de consistance). Ainsi, on pourra s’imposer que

len (B)] < ath (5.13)

ol « est une certaine tolérance. L’erreur globale de discrétisation sera alors majorée par
un facteur de o (cf. (4.22)) (reste bien str I’évaluation de ce facteur de type 7, difficulté
toujours présente).

Tout le probléme est d’évaluer l'erreur €, afin d’en déduire une valeur optimale de h
satisfaisant a (5.13). Les diverses méthodes de controle du pas différent essentiellement sur
la technique d’évaluation de &,,.

L’une d’elles consiste, étant donné un pas h provenant par exemple de I’étape précédente a
calculer 2 valeurs approchées de y (t, + h), 'une 3 (¢, + h) a 'aide d’une itération de pas
h, Vautre ¥ (t, + h) avec deux itérations de pas % : Ierreur ¢, est alors évaluée & 1’aide
d’un procédé d’extrapolation & la limite de Richardson. En effet, si la méthode est d’ordre
p ou plus exactement si l’erreur locale est d’ordre p + 1, on a en supposant y, = y (t,) (cf.

remarque plus loin) :

¥ (tn +h) =y (tn + h) — CuhPT + O (hP1H2) (5.14)
ot en général Cp, # 0 et aussi
h p+1
J(th+h) =y (tn +h)—Cp (2> + O (hP1?) . (5.15)

On le vérifie aisément pour la méthode d’Euler explicite : dans ce cas p = 1 et C), =
1,.n

5y" (tn) . Négligeant les termes d’ordre p + 2 dans (5.14), on a
e (h) ~ |Cp|RPHL. (5.16)
Mais par différence entre (5.15) et (5.14), on obtient aussi :

h p+1
Y(tn+h) =gty +h)=Cy <2> (271 —1)

d’ot une évaluation de l'erreur €, (h) en fonction des valeurs calculées y (¢, + h) et § (t, + h)

soit
ﬁ
n 2

D’ot une premiére méthode de contrdle du pas : on se donne une tolérance o > 0

~ |/y\(tn + h) _y(tn + h)‘
o 2r+l — 1

(on note D,, (h) cette expression).

( étant donné un pas de départ h

- on calcule 7 (t, + h) en une itération de pas h
- on calcule ¥ (¢, + h) en deux itérations de pas h/2
81 Dy, (h) > ah, on recommence avec h remplacé par h/2
si Dy, (h) < ah, on accepte ¥ (t, + h) comme valeur approchée de y (¢, + h)
—avec le méme pas h si &’h < D,, (h) < ah, ou « est une
et on continue : { tolérance inférieure (par exemple o’ = a//2P1)
—avec le pas 2h si D, (h) < o’h.

(5.17)



5.3. METHODES A PAS MULTIPLES

Remarque 5.3 L’introduction de o/ permet d’allonger le pas pour ne pas effectuer trop
d’itérations inutiles.

Un contréle plus sophistiqué consiste, au lieu de diviser et multiplier par 2, a prendre
comme nouveau pas le pas "optimal” h réalisant I’égalité

ah =¢, (h) ~ Cnﬁp+ ~ optl (h) D, (h)

soit

=4 ()

On controle alors comme suit : partant du pas h de ’étape précédente

— si h ~ 2h, on continue avec y (t, + h) et le méme pas h

— si h >> 2h, on recommence avec h remplacé par 2h

— si h << 2h, on continue avec 7 (t, + h) et le pas h* = min (25, ho) ol hg est une limite
supérieure de sécurité pour le pas.

Remarque 5.4 — Dans le raisonnement ci-dessus, nous avons supposé y, = y (t,) ce qui
bien sir n’est pas réalisé en pratique. On peut cependant justifier les conclusions ci-
dessus. On pourra par exemple les vérifier directement sur la méthode d’Euler.

— S’il s’avére nécessaire de prendre des h trop petits ou si on se heurte a plusieurs échecs
successifs, la situation est anormale et il faut procéder a des modifications (ordre insuffi-
sant par rapport a la précision demandée, etc...). On veillera & ce que l'ordre de grandeur
de la précision requise soit compatible avec ’ordre de la méthode et la précision de la
machine.

5.3 Meéthodes & pas multiples

Les méthodes & un pas utilisent seulement la valeur approchée y, de y(t,) pour calcu-
ler une valeur approchée y,11 de y (tn+1). Les méthodes a pas multiples utilisent aussi
Iinformation obtenue aux temps précédents t,_1,tn—2, ..., tn—r.

Nous décrirons ici les méthodes d’Adams qui consistent a remplacer f (¢,y(f)) par un
polynome d’interpolation aux points ty—p, tn—rt1s s tn—1, tn, (tn+1), dans le calcul de

g1
Y (thy1) =y (tn) +/t f(t,y (1)) dt.

Si P, est le polyndme en question, les valeurs approchées y, seront obtenues par I’équation
approchée

tn+1
Yn+1l = Yn + / P, (t) dt. (5.18)
tn

Les formules seront implicites ou explicites selon que t,,+1 est I’'un des points d’interpolation
ou non.
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5.3.1 Meéthodes d’Adams-Bashforth & » + 1 pas

On suppose connues des valeurs approchées y,, de y (tn) et fu, fa—1, ..., fu—r de f(t,y (1))
respectivement aux points ty,tnh—1, ..., tn—r. Le polynéome P, est choisi comme le polynéme
de degré inférieur ou égal & r tel que

Py (tnoi) = faci  Mi=0,..,r

Pour t € [tn,tnt1], tn+1 = tn + h. Posons t = t, + sh ou s € [0,1]. Alors comme il a été
établi dans le chapitre d’interpolation (cf. 2.9),

.
s+1—1 i
Py (tn+sh)=> < . > A7, (5.19)
i=0
Ceci est la formule de Newton rétrograde obtenue a 1’aide des différences finies rétrograde
i fr sit=0
? pr— . .
A‘”‘{Allh—Allnl sii>1

5 . o e s .
et < 1 > est le coefficient du bindme généralisé aux valeurs non entiéres soit

()=t ten

On obtient y,+1 a laide de (5.18) et (5.19), soit, en effectuant le changement de variables

t=t,+ sh:
r 1 i
: ~1
Yn+1 = Yn + E Alfn./ < s +z ) hds. (5.20)
i=0 0

1 . 1 -
%:/ <8+Z,_1>d8:/ S(s—i-l)....(s—i—z 1)ds.
0 i 0 7!

0 il Yi—1
Y0 ) ; + i + ...+ 3

Notons

+ i

ce qui permet de les calculer par récurrence. Il est important de noter qu’ils ne dépendent
pas de r, ce qui est utile lorsqu’on veut faire varier I'ordre r dans un méme calcul. On

obtient ainsi
1 5

Y0 » V1 2772 12,% 4 720,75 938

3

ga 8
Dans la pratique, on preéféere expliciter la relation (5.20) directement en fonction des valeurs
fn—i d’ott une formule du type

251 95

r
Ynt1 = Yn + h Z bi,rfn—i-
1=0
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A Tl'aide de la définition des différences divisées, on vérifie

i T .
br,r = (_1)T Yr bi,r = bi,rfl + (_1)1 ( i ) Yry 0<i<r

On obtient ainsi le tableau suivant :

bO,r b1, b2,r b3,r b4,7" b5,1” b677“

r=0 1
_ 3 _1
r= 2 2
_ 5 23 4 5
r=2 1 3 12
p—3 55 59 a7 _3
= 24 24 24 8
,— 1901 1387 109 637 251
= 720 360 30 360 720
- 4277 7923 4991 3649 959 95
= 1440 1420 720 720 480 288
F— @ 199441 18817 238783 _ 10979 139313 _ 5783 19807
60840 2520 20160 945 20160 2520 60840

On utilise la méthode d’Adams-Bashforth a 4 pas, le plus souvent, soit :

h
Yn+1 = Yn + ﬂ (55fn - 59fn71 + 37fn72 - 9fn73) .

(5.21)

On montre que cette méthode est d’ordre 4 (ie. 'erreur globale de consistance est en h%)
et qu’elle est stable (en un sens analogue & (4.17)) et ce sous des hypothéses naturelles
de régularité de f. Cependant, les constantes de stabilité sont souvent grandes ce qui fait
qu’on constate souvent une instabilité numérique analogue & celle que nous avons souligné
comme étant fréquente dans la méthode d’Euler explicite (cf. paragraphe 4.2.1). Comme

toujours, pour pallier cet inconvénient, on préfére utiliser des méthodes implicites.

5.3.2 Meéthodes d’Adams-Moulton a r + 1 pas

On interpole la fonction f (¢,y(t)) aux points tyni1, tn,
degré inférieur ou égal a r + 1 tel que

{ Qn (th—i) = fo—i 1=0,1,...,7

Qn (tnt1) = fant1 (valeur encore inconnue).

D’aprés la formule de Newton rétrograde, on a

r+1 s4+i—1
Qn (tn+1+8h) :Z< i

=0

> Aiifn—i—l‘

On obtient alors y,+1 & l'aide de

r+1
Yn+l = Yn + hZ'Y;A_ZfTL-Fl

=0

<esy tn—p par le polyndéme @, de

(5.22)
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ou

. /Os(s—i—l)...(s—i—i—l)

Vi = : d5>i21776:1‘
-1 7!

On vérifie
* _

Vi =% —Vi-1, 1 > 1.

Comme précédemment, on préfére écrire (5.22) sous la forme

’
Yntl =Yn + N Z b?,rfn—i

i=—1

ol, comme on le vérifie aisément, les b} . satisfont &
)

1 i1 [ T+ 1
b = (1, 8 = ot U (] Y

On obtient le tableau

>k * * * * * * * >k
b—l,r bO,r 1,r b2,r b3,r b4,r 5,r b6,r 7r
_ 1 1
r=20 5 5 1
_ 5 2 _ 1 _1
r=1 13 3 12 2
_ 9 19 _5 1 _ 1
r=2 o 24 24 24 2
p—3 251 323 11 53 _ 19 1
= 720 360 30 360 720 24
p—4 9 1427 _ 13 21 _ 113 3 19
= 288 1440 240 720 1440 160 720
;—5 19087 2713 15487 586 6737 263 863 3
= 60480 2520 20160 945 20160 2520 60480 160
F— @ 36799 139849 121797 123133 88545 41499 11351 275 863

120960 120960 ~ 120960 120960 ~ 120960 120960 ~ 120960 24192 ~ 60480

on utilise beaucoup la formule d’Adams-Moulton a 3 pas soit

h
Yn+1 = Yn + ﬂ (gfn—H + 19fn - 5fn—1 + fn—2) . (5-23)

On montre, sous des hypotheses de régularité, que cette méthode est d’ordre 4 et stable.
Les coefficients de stabilité sont bien meilleurs que pour la formule explicite d’ordre 4
(5.21). Bien str, il faut "payer le prix” car (5.23) définit y,4+1 de facon implicite puisque
fot1 = f (tnt1, Ynt1) - Il faut donc résoudre un systéme non linéaire. On peut utiliser les
méthodes générales de résolution de tels systémes ou l'idée générale que nous développons
dans le paragraphe suivant.

5.3.3 Meéthode de prédicteur-correcteur

Pour résoudre (5.23) on peut utiliser une méthode d’approximations successives (ou de
point fixe, voir Section 8.2.2.5) consistant & construire la suite y9, yl 9%, ..., yP définie par

{ Y=o+ 37 (9F (bnsr 9P) + 19fn — 5t + fr2)

(5.24)
y¥ & choisir.
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On peut mener la suite jusqu’a convergence (en général yP converge vers y,+1 quand p tend
vers l'infini). Le plus souvent, on se contente de quelques itérations, voire 1 ou 2. D’autre
part, la valeur initiale y° est souvent obtenue & ’aide d’un pas d’une méthode explicite
de méme ordre : il s’agit alors d’'une méthode de prédicteur-correcteur : l’évaluation de
y" correspond a une prédiction; on corrige ensuite cette valeur a l’aide d’une ou deux
itérations de (5.24). Ainsi, le schéma suivant est souvent utilisé :

Prédicteur : Formule d’Adams-Bashforth d’ordre 4

" = yn + g5 (55fn = 59fn1+ 37fn—2 — 9fn-3)

Correcteur : une ou deux itérations de la méthode d’Adams-Moulton d’ordre 4

prrl = Yn + % <9f (tn+1, yp) + lgfn - 5fn—1 + fn—2) , p=0,L

(5.25)

On montre que la méthode (5.25) est aussi d’ordre 4 ; sa stabilité est nettement meilleure
que celle d’Adams-Bashforth; d’autre part, la résolution du systéme non linéaire de la
formule d’Adams-Moulton est faite de fagon "explicite”.

Remarque 5.5 cette technique de prédicteur-correcteur peut-étre bien str utilisée dans
de nombreuses autres situations. Ainsi, sans aller jusqu’a I'ordre 4, on peut 'appliquer aux
méthodes d’Euler et Crank-Nicholson :

prédicteur : y° =y, + hf,
N (5.26)
correcteur : gP*1 =y + & (f (tas1,y7) + fu) . p= 0,1,
Il existe d’autres prédicteurs-correcteurs multipas : citons les formules de Milne :
prédicteur : yO =Yn—3+ % (an - fn—l + 2fn—2> (5 27)
correcteur : Pt =y, | + % (f (b1, 9P) +4fn + fr1) - .

Cette méthode correspond a des intégrations de t,,— & 41 au lieu de ¢, & t,+1 de ’équation
différentielle. Ici, I'intégration est faite avec une méthode de Simpson. On a une méthode
d’ordre 4, mais généralement moins stable que celle d’Adams.

5.4 Comparaison des méthodes

Les méthodes les plus couramment utilisées sont celles de Runge-Kutta d’ordre 4 et les
méthodes de prédicteur-correcteur d’Adams d’ordre 4. Les codes les plus modernes utilisent
de plus un controle du pas ainsi qu’un contréle de 'ordre & chaque étape, adaptant ainsi
le pas et 'ordre & la précision requise et aux irrégularités éventuelles de la solution. Des
algorithmes multiples assez sophistiqués utilisant ces idées ont été développés en particulier
par Gear et fournissent actuellement les méthodes les plus performantes. Signalons que,
pour des problémes mal conditionnés (dits raides), on doit utiliser des méthodes moins
performantes mais plus stables : les plus efficaces sont celles des différentiations rétrogrades
que nous ne développerons pas ici. Elles sont évidemment complétement implicites (les
itérations éventuelles sont menées jusqu’a la convergence).

En ce qui concerne un choix entre les méthodes de Runge-Kutta et celles d’Adams, signalons
les avantages et les inconvénients de chacune des méthodes :
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— Runge-Kutta : c’est une méthode explicite, relativement stable et précise, facile & implé-
menter et aisément adaptable & un pas variable (donc controle de pas aisé). De plus, elle
est “self-starting”, c’est-a-dire qu’'une seule valeur y° ~ y (0) suffit pour linitier.

Elle présente cependant deux désavantages importants : chaque itération requiert 4 évalu-

ations de fonctions (pour atteindre 'ordre 4). De plus, on n’a aucun contréle effectif de

Ierreur locale ce qui rend difficile un bon controle du pas. On peut pallier ce dernier point

en couplant deux méthodes, mais ceci augmente encore le cotit.

— Adams : pour une précision d’ordre 4, une seule évaluation de fonction est nécessaire
& chaque pas dans la méthode explicite, ce qui est bien sir remarquable. On perd en
stabilité par rapport & Runge-Kutta, mais on peut stabiliser en utilisant un correcteur.
Ceci augmente le colit mais permet aussi, par comparaison, une estimation de 'erreur
locale.

Les difficultés viennent d’une part de 'initiation : pour les méthodes & 4 pas, 4 valeurs sont

nécessaires pour initier la méthodes. On peut les obtenir par une méthode de Runge-Kutta

appliquée plusieurs fois. on peut aussi prendre une méthode & nombre de pas variables en
commenc¢ant par un pas et montant progressivement & 4. Il faut alors faire un controle
sérieux de 'erreur.

Un autre désavantage est que le fait de changer de pas apporte un surcolt important
par la nécessité de recalculer les coefficients de la formule. Ceux que nous avons donnés
(les b;,) correcpondent & un pas constant. Ils sont extrémement plus compliqués si les
tnt1,tn, tn-1, ..., tn—r correspondent & des accroissements variables. On préfére alors modi-
fier 'ordre (i.e. le nombre de pas) ce qui donne un surcoiut de calcul trés réduit. On prend
alors le risque d’augmenter l'instabilité...

Conclusion : L’écriture d’un bon programme de résolution de systémes différentiels passe
par la bonne compréhension des algorithmes élémentaires développés dans les paragraphes
précédents. On peut & partir de 1a écrire des algorithmes performants adaptés aux situations
particuliéres des utilisateurs en retenant les idées générales suivantes :

les méthodes implicites sont plus stables mais plus cotteuses que les explicites.

— augmenter ordre augmente aussi 'instabilité.

— un controle du pas est généralement nécessaire, mais augmente considérablement le cotit
du calcul.

les problémes raides (mal conditionnés) doivent étre abordés avec beaucoup de circons-
pection et des algorithmes spécifiques.

5.5 Applications a des problémes aux limites

Soit & résoudre par exemple :

y' =y +y+1sur (0,1)
y(0) =a, y(1) =b, a et b donnés.

Il ne s’agit pas ici d’une équation différentielle ordinaire puisque la solution ne dépend
plus seulement de "I’état initial” en ¢t = 0, mais aussi de y (1) qui est donné. Il s’agit d’un
"probléme aux limites”, donc de nature tout a fait différente. On peut cependant le résoudre
a ’aide des techniques précédentes couplées avec une méthode de tir.



5.6. EXERCICES DU CHAPITRE 5

Commengons par résoudre le systéme différentiel ordinaire

Yo = Yo +Ya+1, >0
Yo (0) =a
yl, (0) = « paramétre.
t .
Ce probléme entre dans le cadre précédent en posant U (t) = < 3, (( t)) > comme il a été vu

en début de chapitre. On peut donc le résoudre a 1’aide des méthodes décrites plus haut.
On essaie alors de déterminer le parameétre o pour que yq (1) = b. La Figure 5.1 illustre

1r

08F
Yo ®
06} : Y, =06 o
t
oal Ve O
02F
0 | | | | | | | | | J
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1

FIGURE 5.1 — La méthode du tir pour résoudre un probléme aux limites

bien la terminologie "méthode de tir” : on essaie de "viser” assez juste pour que y, (1) = b.

La valeur y, (1) est une fonction non linéaire de « et le probléme consiste a résoudre
I’équation non linéaire y, (1) — b = 0. Partant de deux valeurs initiales g, a1, on peut
alors lui appliquer la méthode de la sécante (voir chapitre 8), soit

On — Qp—1
yOén (1) - yOén—l (1)

Evidemment, chaque calcul de y, (1) nécessite la résolution de I’équation différentielle le
long de (0,1). Cette méthode s’avere donc trés vite coiiteuse. Elle peut cependant étre
convenable dans certaines situations et 1’idée est & retenir.

n+1 = an — (Ya, (1) = b)

5.6 Exercices du chapitre 5
Exercice 5.1 Soit a,c, by, by des réels avec 0 < by < by < 1. On introduit un schéma de
type Runge-Kutta par les formules
Yn+1 = Yn + hn (D1AT + D2k)
1= f(tn,yn)
5 = f (tn + chn, yn + ahpk?)
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1) Que doit on choisir comme valeurs pour les coefficients a, ¢, by, be si on souhaite que ce
schéma numeérique soit d’ordre deux?
2) Dans ce cas, retrouve-t-on nécessairement la méthode de Runge-Kutta d’ordre deux

(5.9) 7

Exercice 5.2 Pour résoudre I’équation différentielle

{ y'(t) = f(t,y(t))
y(0) = o

(avec f lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable), on envisage une méthode a pas
multiple :

Ynt+1 = Yn + hn (Bofn—2 + Bifa—1+ Bafn)-

Déterminer les coefficients B, 81, 32 pour que la mthode soit d’ordre maximum. Est-elle
alors stable, consistante, convergente 7

Exercice 5.3 Soit § un nombre réel strictement positif donné. On considére ’équation

différentielle o 0

y'(t)=—-py(t) t>0

5.28
Ve (528

ou yo est également donné. Soit h > 0 le pas (fixe) de la subdivision, pour les méthodes de

Runge-Kutta deux (5.9) et Runge-Kutta quatre (5.11), on note ¥, la valeur approchée de

y(nh).

1) Quelle est la solution exacte de (5.28) ? Est-il vrai que lim;, 1o y(t) =07

2) Pour chacune des méthodes, a quelle condition sur h a-t-on

. — 07
ngr-ir-loo Yn =02



Chapitre 6

Résolution de systémes linéaires -
méthodes directes

Les deux problémes fondamentaux de I"analyse numérique matricielle sont
— la résolution de systémes linéaires, i.e. la recherche de vecteurs X solutions de

AX =b

ou A est une matrice -le plus souvent carrée- a coefficients réels (ou complexes) et b un
vecteur donné

— le calcul de valeurs propres et de vecteurs propres d’une matrice, i.e. la recherche des
scalaires A\ (réels ou complexes) et des vecteurs non nuls X tels que

AX = )X,

A matrice carrée donnée.
Nous traitons dans ce chapitre le premier type de problémes. Nous n’abordons pas la
seconde question mais des livres de référence le font.

6.1 Quelques remarques générales

6.1.1 Origines des problémes

Elles sont tres variées et apparaissent déja en plusieurs endroits dans les autres chapitres du

cours d’analyse numeérique. Citons quelques-uns des problémes conduisant & la résolution

de systémes linéaires :

— Résolution d’équations aux dérivées partielles (ceci en constitue une source trés impor-
tante. Voir quelques exemples au paragraphe 7.2.4)

— Approximation au sens des moindres carrés

— Calcul de fonctions splines

— Programmation linéaire (méthode du simplexe, d’Uzawa)

— Algorithmes d’optimisation non linéaire

— etc...
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6.1.2 Meéthodes utilisées

Elles sont de deux types

— les méthodes directes : celles ou on obtient la valeur exacte de la solution (aux erreurs
d’arrondi prés) en un nombre fini d’opérations,

— les méthodes itératives : elles consistent a construire une suite de vecteurs X* convergeant
vers la solution X cherchée. On s’arréte bien stir au bout d’un nombre fini n d’itérations
choisi pour que X" soit suffisamment voisin de X.

Remarque 6.1 On n’utilise jamais les formules de Cramer car elles nécessitent le calcul
de déterminants qui requiérent un nombre trop important d’opérations élémentaires.

Remarque 6.2 On ne calcule pas A~! pour résoudre AX = b. Numériquement, c’est le
contraire qui se produit : le calcul de A™!, ainsi d’ailleurs que celui de det A, sont des
sous-produits des méthodes de résolution de systémes. Ainsi, le calcul de A™! s’effectuera
en résolvant successivement les systémes

{AXZ = €4, 1= 1, ...,N},
ol e; est le iéme vecteur de la base canonique de RY. La iéme colonne de A™! est donnée
par X; comme on le vérifie aisément.
6.1.3 Structure de la matrice
La structure de la matrice a une incidence fondamentale sur la difficulté de la résolution
et sur le choix de la méthode
6.1.3.1 Cas d’une matrice diagonale

Tous les éléments sont nuls sauf ceux de la diagonale principale :

ag 0 - 0
A=Y
: . -0
0 -~ 0 ay
La résolution de AX = b est alors immédiate. Si X = (z1,...,xy) et b= (b1,...,by), on a
b,
ri=—,i=1..,N
a;

ceci en supposant bien str que tous les a; sont non nuls.

6.1.3.2 Matrice triangulaire supérieure (ou inférieure)
Tous les éléments au-dessous (ou au-dessus) de la diagonale sont nuls

ail a2 - Gl
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Dans ce cas on utilisera toujours une méthode directe de résolution par remontée soit :

a1171 + a1222 + ... + a1y = by
a29%2 + ... + aonTy = bo

........................................ (6.1)
ON—1,N—1Tn—1 T ON—1 NTN = bx—1
annTyn = by

On commence par résoudre la derniére équation ; on substitue le résultat obtenu pour zy

dans la précédente, ce qui permet de calculer xy_1, etc...

Ty = by /aNN
In—1 = (bN—l - aN—l,N‘TN) /aN—l,N—l

(6.2)

I est intéressant de compter déja ici le nombre d’opérations élémentaires (i.e. addition,
multiplication, division) nécessaires pour mener a bien le calcul de tous les x;. Chaque

x; nécessite (une fois Tjt1, Tit2, ..., Ty calculés) 1 division, N — ¢ multiplications, N — i
additions.
Puisque
1 Ny (N —1)
N —13) = =—7",
2 (N i) ;) j 5
N(N-1) (N-1)

il faut au total N divisions, ]\; multiplications, NT additions, soit N? opérations
élémentaires.

Le cas des matrices triangulaires inférieures se traite de fagon identique par un procédé de
descente.

6.1.3.3 Autres cas

Dans le cas général, les méthodes de résolution seront d’autant plus simples que les deux

phénomeénes suivants seront plus importants :

— la matrice est creuse (c’est-a-dire a beaucoup de zéros)

— les termes non nuls de la matrice sont localisés et en particulier sont rassemblés autour
de la diagonale. Ceci conduit & la notion de matrice-bande.

Exemples :
matrice tridiagonale

[ [ ] .l
A=1]10 e o o 0
e ©o

0 - 0 e

Tous les éléments sont nuls sauf les a; j pour lesquels i —1 < j <4+ 1. Nous verrons plus
loin une méthode directe de résolution du systéme avec un nombre d’opérations 8N — 6,
donc trés faible.

105



106 CHAPITRE 6. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES - METHODES DIRECTES

matrice pentadiagonale :

°o o e 0 0
[ J
[ ]
A= 0 .
. e
0 -~ 0 |
matrice diagonale par blocs
Ay
Ao
A =
Ass
Agg

Dans ce cas le systéme associé se réduit & plusieurs "petits” systémes découplés de dimension
réduite (mais pas nécessairement égale), soit

{AuX; =b;,i=1,2,3,4}
oun X = (Xl,XQ,X3,X4) ,b= (bl,bg,bg,b4) .

On définit de facon analogue les matrices tridiagonales par blocs, auxquelles on étend les
techniques développées pour les matrices tridiagonales au sens ci-dessus : celles-ci sont alors
appelées tridiagonales par points et apparaissent comme des cas particuliers des tridiago-
nales par blocs.

6.1.3.4 Matrices symétriques

Une autre propriété de la matrice peut jouer un réle important, c’est la symétrie. On dit
qu’une matrice A est symétrique ® si elle coincide avec sa transposée, c’est-a-dire si

Qi5 = Qjj \V/’L,j

Un sous-ensemble de ces matrices donnera lieu & une étude particuliére, c’est celui des
matrices symétriques définies positives. On dit qu’une matrice symétrique est positive si

VX e RV IXAX >0

(X — X AX est une forme quadratique). Elle est de plus définie positive si ‘X AX n’est
nul que si X est nul.

2 -1
-1 2

It =l

= 2(2* —zy+y?)

1\* 3,
= 92 _ = bt
(o 3) +

Exemple : A = [ ] est symétrique définie positive car :

>0 si (z,y) # (0,0).

1. voir section 6.5
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1
-1 1

=[] - e Y]

= ?—2ay+yi=(z—y)°> >0

La matrice [ ] est symétrique positive, non définie car

. 2 . o
mais (z —y)” s’annule si z = y.

Des méthodes particuliéres seront développées pour ces matrices qui apparaissent trés sou-
vent dans la discrétisation de problémes variationnels (minimisation de fonctionnelles).

6.1.4 Stockage des matrices

Le stockage de tous les éléments d’une matrice d’ordre N requiert bien siir en mémoire le

stockage de N? nombres réels. La discrétisation de certains problémes, en particulier les

équations aux dérivées partielles en dimension 2 ou 3 conduisent rapidement & des matrices
d’ordre N égal & plusieurs millions ; d’ou la nécessité "d’optimiser” le stockage des matrices.

Indiquons ici quelques techniques souvent utilisées.

— Si la matrice est symétrique, on ne stockera bien str que les éléments diagonaux et

) . N(N+1) . : )
surdiagonaux soit au total ——5— si la dimension est N.

— De tres grands systémes (plusieurs millions d’équations) peuvent étre facilement traités
si les matrices sont creuses (sparse en anglais) comme c’est souvent le cas pour celles
provenant de la discrétisation des équations aux dérivées partielles. On obtient alors le
plus souvent des matrices-bandes dont la largeur de bande est petite devant la dimension :

[ a1 a2 - aip o - 07
ag az - agp  Q2p+1
. . 0
apt apy - a a
A | @ bb bb+1
0 :
L0 0 anm—bsr o o G

avec b < N (par exemple b = 100 et N = 10000). On essaiera dans la mesure du possible
de ne stocker que les éléments non nuls. On peut par exemple utiliser un tableau "redressé”
comme suit :

0 a1l aiz -+ A
a1 a2 G23 - A2p41
abl ab2 PR “ e PR PR a’b,zb_l

M = : 0

| ann—bi1 0 axy O cee oo 0
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i=1
j=J—1+0b "

Cette méthode conduit cependant & mémoriser b (b— 1) valeurs nulles inutiles. On lui

préfére plutot la méthode suivante :

— matrice profil (ou méthode de la "ligne de ciel”) : elle consiste a tracer une ligne fermée
contenant les éléments non nuls de la matrice et laissant & I'extérieur le plus de zéros
possibles.

Commencons par le cas d’une matrice symétrique.

tableau de dimension (2b — 1) x N << N?2sib<< N, ajy = mg; si {

7.
2 11 .
0o 1 3 .
A= 0 0 4 -1
6 3 0 2 -3
|0 0 0 12 0 -7 |
-1 -
2 3
4 5 .
6 7 tableau des positions
8 9 10 11 12
i 13 14 15 |

Le stockage de A est réalisé a ’aide de deux tableaux M et P ot M contient les éléments
de la matrice a 'intérieur de la ligne de profil et P est un tableau de pointeurs de dimension
N+1avec P(1) =0, P(i+ 1) = adresse dans M du iéme élément diagonal de A. Ces deux
tableaux caractérisent A compte-tenu que les éléments de A sont rangés ligne par ligne et
pour une ligne donnée dans l'ordre croissant des colonnes, ce qui donne dans ’exemple
ci-dessus :

23 456 8§ 9 10 11 12 13 14 15
= (r 21134 -1630 2 -3 120 -7
13 57

la donnée de M et P permet de retrouver A a ’aide de la formule suivante qu’on obtient
de facon élémentaire :

Pouri=1,...N, pour j=i+1—(P(i+1)—P(>i)),..i
aij=M(P(i+1)+5—1).

On utilise le méme principe pour une matrice non symétrique, mais le profil sera toujours
choisi symétrique.

(73 0 0 0 0]
2 11 -1 0 4 0
01 3 0 0 0
A=10 0 14 -1 -2 3
6 3 0 2 -3 1
00 0 12 0 -7 |
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13 15
2 4 6 . 16

5 7 9 17 . N
. 8 10 18 22 tableau des positions
11 12 13 14 19 23
L 20 21 24 |

La marice A est stockée dans le tableau M suivant la régle du tableau des positions ci-
dessus : c’est-a-dire de i = 1 & N on parcourt la ligne i jusqu’a ’élément diagonal (exclu),
puis on descend la colonne i jusqu’a ’élément diagonal (inclus). Ici encore P (i + 1) est
I’adresse du iéme élément diagonal. Avec ’exemple ci-dessus, on a donc :

M =
P

(723111 -1340 —-16302040 —2 —312031 —7)
(01471019 24)
On retrouve A a I'aide de M et P par la régle

P(i+1)—P(i)+1
2

1 — <j<i,aij:M

<P(z’+1)+P(i)+1 . )
+7—1
2
PGi+1)—P(1)+1
2
Remarque 6.3 Le gain en mémoire occupé n’est évidemment pas probant dans les exemples
numériques ci-dessus. Cependant, un calcul simple & I'aide des formules ci-dessus montre
que le gain est important pour des matrices-bandes de grandes dimensions.

1<y <i+ ,aij:M(P(i—i-l)—i-i—j).

Si on veut se débarrasser de tous les éléments non nuls, on peut stocker la matrice sous

forme de

matrice morse : on remplace la matrice A par trois tableaux M, P;, P, ou on a (par

exemple) la régle suivante :

— M est le tableau des éléments non nuls de A

— P est un tableau de pointeurs de dimension N+1 avec Py (1) = 0et Py (i + 1) = adresse
du iéme coefficient diagonal dans M et

— P est un tableau de pointeurs de dimension égale au nombre d’éléments non nuls de A
avec P (k) = numéro de la colonne de M (k).

Si M est symétrique, la partie triangulaire inférieure (par exemple) est stockée ligne par

ligne de la gauche vers la droite. Si M est quelconque, les coefficients sont rangés ligne par

ligne de gauche a droite, le coefficient diagonal étant le dernier.

Dans les deux exemples numériques ci-dessus, on obtient les tableaux de positions suivants

(1 2 1 . :
2 3 3 6 4 5
45 . 708 . ..
.. 60T . .. 9 12 10 11
8 9 . 10 11 13 14 . 15 17 16
I 12 13 ] | 18 19 |

On en déduit les tableaux M, P, P,. On montre facilement que la connaissance de ces
trois tableaux donne A.
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6.2 Meéthodes directes de résolution de AX =b

6.2.1 Meéthode d’élimination de Gauss

Principe : il s’agit de la méthode élémentaire d’élimination des variables. Rappelons-la
d’abord sur un exemple simple :

ar +by+cz=d P (z,y,z)=d
(S)s dr+by+dz=d soit ¢ Pr(z,y,z)=d
d'v+ by +d"z=d" P3(z,y,z)=d"

Supposons a # 0 : on peut alors éliminer x dans les deuxiéme et troisiéme équations en
remplacant (S) par le systéme équivalent

P=d
a’ ,ad
(s¢ o=l
" "
p-Yp=q_-%4q
a a
qui est de la forme
P=d
\ Q2 = by + caz
S =d
($1) @2=d> on { Qs = b3y + 32

Q3 =d3

Supposons bs # 0 : on peut alors éliminer y dans la derniére équation en remplacant (S7)
par le systéme équivalent

Plfj axr +by+cz=d
(Sg) ngQ -2 . soit boy + coz = do
Qs — 5@2 =ds — gdz chz = dj

qui est un systéme triangulaire; on peut le résoudre & l'aide de la méthode de remontée
signalée au paragraphe précédent.

La méthode générale est absolument la méme. La seule difficulté technique qui se présente
est que l'un des pivots utilisés (a, be, ¢y dans le calcul précédent) peut étre nul auquel cas
la méthode échoue. Méme s’il n’est pas nul mais trés petit, ceci peut conduire & des erreurs
trés importantes. On peut s’en convaincre & 'aide de l'exemple simple suivant : soit a

résoudre : A
107z +y=1
(S){ rz+y=2

La solution "exacte” de (S) est :
x =1,00010... ~ 1, y=0,999990... ~ 1.
Prenant 10™* comme pivot, on est ramené au systéme équivalent :

104z 4+y=1 — 1074z 4+y=1
(+y)— o2 (1072 +y) =2 — = (10* = 1)y = 10* -2
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Supposons qu’on travaille avec trois chiffres significatifs : le systéme est alors équivalent &

0 *2+y=1 . r=0
soit !
9990y = 9990 y=1

Au contraire, un échange préalable des deux équations donnera un résultat satisfaisant
méme avec seulement trois chiffres significatifs :

TH+y=2 — T+y=2
1074z 4+y=1 0%z +y—104(z+y)=1-210"*

TH+y=2 r=1,
— {0,999y:0,999 <:’{ y=1"

Nous allons décrire le passage de I'étape p a ’étape p + 1 dans la méthode de Gauss pour
la résolution de
AX =0b.

L’élimination sucessive des variables conduit & un systéme équivalent

ApX =0
ot A, est de la forme
[P P P T

0/11 a%2 e ... .. .. ... a/Il)N
0 ay aox

Ap = of P
PP PN

P e P

0 app Ap+1,8

_0 B aﬂ,p coaky

Le passage a ’étape suivante consiste a utiliser la p-iéme ligne (c’est-a-dire la p-iéme équa-

tion) pour faire apparaitre des zéros a la place de af’ P’ t=p-+1,...N, c’est-a-dire éliminer

la variable z;, dans les N — p derniéres équations). Auparavant, il faut s’assurer que ah,

n’est pas nul ni méme trop petit. Pour cela, on adopte généralement une stratégie du pivot.

— Stratégie du pivot partiel : on détermine 1’élément afp (ou I'un des éléments afp) tel que
p<i<N et

p
aip

p
= max |(a .
p<k<N ’“P‘

On permute alors les lignes d’indices ¢ et p pour amener en position de pivot ’élément afp.
— Stratégie du pivot total : on détermine I’'élément afj (ou I'un des éléments a%) tel que
p<i,j<Net

P
ajj

= max afk‘.
p<Lk<N | b

On effectue alors des permutations de lignes et de colonnes (c’est-a-dire une permutation
P

sur les inconnues) pour amener en position de pivot I’élément a; i
9
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Remarque 6.4 on se contente le plus souvent de la stratégie du pivot partiel ’autre étant
réservée aux systémes particuliérement délicats ou susceptibles de I’étre.

Notons que, si la matrice est inversible, la stratégie de pivot partiel donne toujours un pivot
non nul. En effet, on vérifie immédiatement que

_ P D /
det A, = ay,.a5,... ap 1p—1-det A,
ou v v
app -+ dpn
r .
Ap - . .
p p
aNp DR aNN
P
Qpp
det A, # 0 = det A;) # 0 = la colonne ; n’est pas égale au vecteur nul.
aky

Supposons maintenant qu’une stratégie du pivot ait été effectuée et que (en gardant les
mémes notations pour A,)

p
ap, # 0.
Pour obtenir A,1, on conserve la p-iéme équation
D p p _
UppTp + Qi1 Tpt1 + o+ @y NN = by
et on remplace chaque équation
D p p _ L
WpTp + @f ) Tp1 + o A (T = W,i=p+1,..N

par ’équation obtenue en lui retranchant la p-iéme multipliée par a?p /aby. On obtient ainsi
la nouvelle matrice A,,1 définie par

a?
“fjl = “ia“é“ﬁu‘ (6.3)
p+l1 < i<N (6.4)
p+1 < j<N. (6.5)

Les lignes ¢ = 1 & p ne sont pas modifiées et les autres coefficients sont nuls. Le second
membre est transformé de facon identique

o

T 1 (6.6)
App

p+1 < i<N. (6.7)

Dans la pratique, on assimile le vecteur b” a une (N + 1)-éme colonne de A, en posant
af Nl = bY. On obtient ainsi un traitement global. On peut d’ailleurs ajouter plusieurs
colonnes ce qui permet de résoudre plusieurs systémes simultanément.
Une fois la triangulation terminée, on résout le systéme par la méthode de remontée.
Remarque 6.5 comme sous-produit, on obtient un calcul simple du déterminant de A, a
savoir

det A = +at,a3,...a’
ou £ dépend du nombre de permutations éventuelles de lignes. On vérifie en effet que le
déterminant de A, n’est pas modifié dans le procédé d’élimination (ou de triangulation).
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6.2.1.1 Calcul du nombre d’opérations élémentaires

Pour passer de A, & Apy1 0n a

N — p divisions

(N —p) (N —p+1) additions

(N —p) (N — p+ 1) multiplications, soit

= N(N -1

Z (N—-p) = 2) divisions
=1

bS]

N-1

> (N-pP+(N-p) =

p=1

N(N-1)@N-1) N(N-1
2

N3 —N
= —5 multiplications et additions

4N3 +3N? — 7N
d’ou au total + 5 opérations élémentaires auxquelles il faut ajouter les N?

nécessaires a la remontée du systéme. Lorsque N est grand, les termes en N2 et N sont

2N3
négligeables devant N? et le nombre d’opérations est donc de 'ordre de 5

Remarque 6.6 On montre que ce nombre d’opérations est pratiquement optimal pour la
résolution directe d’un systéme linéaire quelconque (c’est-a-dire sans aucune particularité).
C’est pourquoi la méthode de Gauss est souvent utilisée dans le cas des matrices "pleines”.

Noter que dans le temps de calcul, il faut aussi tenir compte de la stratégie du pivot :
celle-ci peut prendre un temps non négligeable dans le cas d’un pivot total.

Les formules de Cramer nécessitent le calcul de (n + 1) déterminants et n divisions. Chaque
déterminant calculé selon sa définition requiert (n — 1) n! multiplications, n! — 1 additions
soit (n? —1)n! 4+ (n+1)! — (n + 1) opérations. Ainsi pour n = 10 cela donne environ
400 000 000 opérations contre environ 900 opérations par la méthode de Gauss.

6.2.2 Dérivés de la méthode de Gauss

Nous allons voir dans ce paragraphe plusieurs variantes de la méthode de Gauss (Crout,
Doolittle, Gauss-Jordan) qui auront chacune leur intérét propre.

6.2.2.1 Factorisation LU

Supposons qu’on doive, dans un programme donné, résoudre plusieurs fois le méme systéme
linéaire

AX =b
avec différents seconds membres b, mais la méme matrice A. Si tous les seconds membres
b sont initialement connus, on peut alors effectuer simultanément sur tous les seconds
membres les manipulations intervenant dans I’élimination de Gauss.

Le plus souvent, dans la pratique, il s’agit de résoudre des systémes avec des b calculés
au cours du processus et donc inconnus initialement. Il1 n’est alors pas raisonnable de

113



114 CHAPITRE 6. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES - METHODES DIRECTES

recommencer la triangulation de Gauss a chaque résolution : il faut conserver ce résultat
qui consiste en fait & factoriser la matrice A sous la forme A = LU ou L est une matrice
triangulaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure (L pour "lower”; U pour
"upper”) : on conservera en mémoire L et U. Par la suite, tout systéme

() AX=b<=LUX =0
sera remplacé par la résolutions des deux systémes équivalents

LY =0
UX =Y

11 s’agit alors de systémes triangulaires qui se résolvent par une méthode de "descente” puis
de "remontée”, soit un nombre d’opérations égal a 2N?2.
Montrons comment 1’élimination de Gauss donne une factorisation de A sous la forme
A = LU, tout au moins quand aucune stratégie du pivot n’est appliquée ce que nous
supposons dans ce qui suit. Notons /;, = afp /ab,. La matrice triangulaire obtenue en fin de
méthode de Gauss est , avec les notations précédentes :

1 1 1
all a/%z -.2. DY DY e a/%N
0 a22 a23 DY PR PR a2N
U pu—
p p
app - dpx
0 0 al
Si nous notons
li1 0O 0
l l
L= a2 (noter lii = 1)
: 0
Isi o ooy
on vérifie qu’on a alors
A=LU.

En effet le terme général du produit LU est par définition

min(i,j)

o . P
ai;= Y lpap;.
p=1

D’apres les relations (6.3) définissant ’algorithme de Gauss, une sommation a i, j fixés de
p=14amin(i,j) — 1 donne

min(4,7)—1 min(z,5)—1 min(z,5)—1

p+1 _ P _ P
Yooat= Y A Y lpay,

p=1 p=1 p=1
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soit apres réduction des termes identiques

min(s,5)—1

P min(i,j) _ 1
Z lzpapj +a;; = a;j.
p=1

. 1 _ B . r B L .
Puisque a;; = a;j, pour obtenir a;; = a;j, il suffit de vérifier

liqagj = a?j si ¢ = min (4, 7). (6.8)
Si i < j et donc ¢ = i, c’est immédiat puisque [;; = 1. Si ¢ > j, soit ¢ = j, on a par

définition de lij

...ce qui est (6.8).

Remarque 6.7 nous avons ainsi démontré que, si la triangulation de Gauss peut-étre
conduite sans stratégie du pivot, alors la matrice A admet une factorisation LU. On peut
trouver des conditions suffisantes simples pour que ceci soit possible : par exemple lorsque
A est symétrique définie positive. Ceci sera explicité au paragraphe suivant (factorisation
de Cholesky).

Si A est inversible, nous avons vu que I’élimination de Gauss est toujours possible pourvu
qu’on applique une stratégie du pivot partiel qui revient a permuter des lignes de A. Ceci
prouve que si A est inversible, il existe une matrice P produit de matrices de transposi-
tion telle que PA ait une factorisation LU. Dans la pratique, une fois les permutations
nécessaires repérées on les effectue préalablement & la résolution de tout nouveau systéme
associé a A.

6.2.2.2 Algorithme de Crout

C’est le nom donné dans la littérature & une variante de l'algorithme de Gauss : elle suppose
a priori I'existence de la décomposition A = LU, les coefficients l;;, u;; étant déterminés
par le systéme d’équations
min(4,5) 1<i<N
lipttp = @ij 04 — =
p=1
Ceci est un systéme de N? équations & N2 + N inconnues. On peut se fixer N éléments

par exemple
ln’zl \V/’L'Zl,...,N ou Uijzl Vle,,N

Le systéme peut étre alors résolu de proche en proche. Par exemple, avec le choix de l; = 1,
on est conduit a :

lZ’L = 172 = 1, ,N
pourr=1,..,N
r—1
Urj = Qrj — ZlTkukj j =T, ,N . (69)
k‘1:1
r—
L, = Qjr — Zk:l Likugr i=r4+1,..,N

N Uy
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Ceci détermine la matrice cherchée

U1 Uln
121 .

M = dans l’ordre
In1 UnNN

Remarque 6.8 Si les éléments a;; ne sont pas nécessaires ultérieurement, on peut présen-
ter l’algorithme 6.9 sous forme plus "compacte”, en écrasant les éléments de A par ceux de
M au fur et & mesure qu’ils ne sont plus utilisés, d’ou :

Algorithme de Crout compact :

Dei=2aN aj:= %1
[ Der=2aN
i dej=ranN
Qrj = apj = 341 Qrkak

Dei=r+1aN

r—1
 Qir — D p— Qi Ok
Qg 1=

- L Qry

Remarque 6.9 Aucune stratégie du pivot n’étant appliquée, 'algorithme de Crout peut
conduire & des u,, nuls (ou petits) et donc a une méthode incorrecte. Il faut ainsi ’appliquer
uniquement a des matrices dont la décomposition LU est assurée et pour lesquelles les |ugg|
seront assez grands.

— Les algorithmes de Gauss et de Crout ne difféerent que par 'ordre des opérations : ils
sont par ailleurs équivalents comme on le vérifie & I'aide des formules (6.3) et (6.9) :
"Upj = Qrj — ZZ;% lrkug;” n’est pas autre chose que ay; dans la notation (6.3). Dans la
méthode de Gauss, on effectue et on mémorise individuellement les produits /,u; ; dans
la méthode de Crout, chaque produit scalaire est traité comme un tout ce qui peut étre
plus avantageux lorsqu’on dispose d'un calculateur accumulant les produits scalaires en
double précision.

— Dans l'algorithme de Crout, le déterminant est obtenu par

det A = uqpiu9g... uny.
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6.2.2.3 Cas particulier des matrices tridiagonales

Théoréme 6.1 Soit

_bl cl 0 0 T
a9 b2 C2 :
0
A=
0
CN-1
_0 .- 0 an bN i

une matrice tridiagonale. On note Ay la matrice extraite de A en ne prenant que les k
premiéres lignes et premiéres colonnes et on suppose det A, £ 0, Vk=1,...N. Alors A
admet la décomposition

% 1 Z1
a2
ZN-1
I av v 1L 1]
ol ‘ c
2] = —1, 2 = 7k, k=2,3,...N (cy =1 par ezemple) (6.10)
by b — agzi—1
Le systéme AX = b se résoud alors avec ’algorithme suivant :
dy dp — apwg_—1
wy=—, wp=——"-""—,k=23,..., N (descente 6.11
by by — arzp—1 ( ) (6.11)
Ty = WN, Tk =Wk — 2kTkt1, k=N —1,N—2,...,1 (remontée) (6.12)

Remarque 6.10 Cette méthode de résolution requiert 3 (N — 1) additions (on ne calcule
qu'une fois by, — axzg_1)

3 (N — 1) multiplications

2N divisions

soit 8N — 6 opérations au total, ce qui constitue une réduction considérable par rapport au
cas d’une matrice pleine. Cette méthode directe est fortement conseillée pour la résolution
d’un systéme tridiagonal.

Démonstration du Théoréme 6.1 : On vérifie directement que le produit des deux
matrices ci-dessus redonne A ; la seule chose a prouver est que les nombres z; sont bien
définis. Or, on montre par récurrence que

det Ap_q
det A, ’

2 = Cp k=2,..,N (par hypothése det Ay # 0).
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En effet, développant det A; suivant la derniére ligne, on vérifie que :
det Ay, = by det Ap_1 — agpcr—1 det Ag_o.

L . det Ap_o
Ainsi, si 2p—1 = cp—1 det Ay

, d’apres la définition (6.10) de 2, on a :

_ Ck i Ck det Ak’—l , .
“k = b — Wt Ay det Ay d’apres (6.11).
k ak‘ckildetAkfl

La relation se montre directement pour k = 2.

Le systéme (6.11) correspond a la résolution de LW = d; le systéme (6.12) correspond a
cellede UX = W.

6.2.2.4 Meéthode de Gauss-Jordan

Autre variante de la méthode de Gauss : méthode de Gauss-Jordan : au lieu de déterminer
M pour que M A soit triangulaire, on détermine M pour que M A soit diagonale : la résolu-
tion du systéme final est alors plus simple. Cependant, la diagonalisation demande plus de
calculs et globalement le nombre d’opérations est sensiblement le méme que dans la résolu-
tion de Gauss. Pour des raisons d’organisation des calculs, on emploie souvent la technique
de Gauss-Jordan pour calculer I'inverse d’une matrice. Comme indiqué précédemment, on
résoud alors simultanément les n systémes linéaires

{AXZ = €; ,i: 1,...,N}

oue; =(0,...,0,1,0,...,0) (le 1 est sur la iéme coordonnée) et X; est alors le i-éme vecteur
colonne de A1
Décrivons le passage de I’état p a I’état p + 1 : la matrice A, a la structure suivante :

r p P P
a/ll 0 “ .. 0 alp PEEEEY alN
p
0 (59
0
Ay =
P P
0 app .« .. apN
P P
_0 e 0 AR, o k|

On utilise alors la p-iéme ligne (c’est-a-dire la p-iéme équation) pour faire apparaitre des

zéros dans toute la colonne de rang p, sauf en ab, (c’est-a-dire éliminer I'inconnue z,, dans

toutes les autres équations). Comme dans la méthode de Gauss, on utilise donc ab, comme
pivot (aprés application éventuelle d’une stratégie), et si l;), = afp/ abp, Apy1 est obtenu

par :

+1

afj :a%flipazj

i=1,..,.N, i#p . (6.13)
p+1<j<N

On fait bien sir les mémes transformations aux seconds membres que, de maniére pratique,
on assimile & des colonnes supplémentaires de A ; les formules (6.13) sont alors appliquées
a la matrice augmentée (j varie de p+1 a N + k, si k est le nombre de seconds membres)
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6.2.3 Factorisation de Cholesky

Ce paragraphe traite du cas particulier des matrices symétriques définies positives. Pour de
telles matrices, la méthode de Gauss sans stratégie du pivot s’applique toujours. En effet,
on remarque d’abord que les sous-matrices principales A, sont inversibles :

=[]

Pour cela, soit v € R* tel que Agyv =0; soit v € RN défini par
Gi=v, 1<i<k ©;=0, kt1<i<N.
On a
th(k)v ='7Av=0= v =0,

puisque A est définie positive.

Maintenant, la condition det A(y) # 0 Vk est suffisante pour assurer que les pivots sont non
nuls dans la factorisation de Gauss. En effet, d’aprés les régles de calcul des déterminants,
si AP est la matrice a ’étape p, on a :

det A?p) = det A(p)

ou Ai’p) est la sous-matrice principale de AP d’ordre p.
a0 o 0 ab) ]
0 agz
P o_ |- . .
Ay =i o
0 e 0 agp |

Or det A?p) = al;...aby. Ce qui montre que ah, # 0. Par récurrence, on voit donc qu’on est
toujours conduit a des pivots non nuls. On en déduit :

Théoréme 6.2 (Factorisation de Choleski) Soit A une matrice symétrique définie po-
sitive. Alors il existe B triangulaire inférieure telle que :

A = BB

Remarque 6.11 On obtient bien sir une décomposition de type LU, mais il n’y a qu’une
matrice a déterminer. Cette matrice est parfois appelée racine carrée de A. On peut imposer
que ses éléments diagonaux soient strictement positifs. La factorisation est alors unique (le
montrer).

Dans la pratique, on utilise un algorithme d’identification (dit de Cholesky) pour calculer
les éléments de B, plutdt que la méthode de Gauss. Celle-ci nous permet cependant de
montrer I'existence de B.
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Démonstration du Théoréme 6.2 :
Comme montré ci-dessus, l'algorithme de Gauss sans stratégie de pivot peut étre mené a
terme et donne donc une factorisation de A en A = LU, soit

1 U11
log 1 0
ULk
i Ix1 Iyn—1 1 1 L0 UNN

Les ugg sont strictement positifs car
u11...ukr = det Ay, > 0,

ce dernier point résultant du fait que Ay est symétrique définie posisive. On intercale la
matrice diagonale A = diag (w/uii), soit :
A= (LA) (A7'U) = BC.

Comme A ='A, BC ='C'B=— C ('B)"! = B~1C.

Puisque C (tB)_l est triangulaire supérieure et B~YC triangulaire inférieure, I’égalité
prouve qu’elles sont diagonales. Comme les éléments diagonaux sont égaux a 1, ceci prouve
B 1%C =1TouC ='B.

Méthode pratique de calcul de B : algorithme de Cholesky
On pose a priori

by; O o0
B =

0

byt -+ o+ by

et on détermine {b;;} a I'aide du systéme d’équations

{Zbikbjk:aij7 1 SiSjSN} (6.14)

k=1

Iy a YO

proche, colonne par colonne, comme suit :

Algorithme de Cholesky

N(N+1)

inconnues pour 3 équations. La résolution peut se faire de proche en

Dei=1aN
bii = /@i — Yp_y b3,
Dej=i+1aN
bji = (aij - bikbjk> /bii

(6.15)
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Remarque 6.12 — A priori il n’est pas clair que le calcul des racines carrées ci-dessus soit
possible dans ’ensemble des réels : cependant, comme nous avons montré directement
Pexistence de B, nous savons que le systéme (6.14) admet une solution et qu’ainsi le
calcul sera toujours possible. On obtient au passage 'unicité de la solution.

— Le déterminant de A est obtenu comme sous-produit par

det A = b?,b3,...0%

puisque det A = (det B)?.

— Une évaluation du nombre d’opérations conduit a

%3 additions, NTS multiplications, NTQ divisions, N extractions de racines carrées. Ceci se
compare trés avantageusement a la méthode de Gauss donnant NTB additions, %3 multipli-

. 2 L
cations, NT divisions.

La méthode de Cholesky est donc fortement conseillée (plutot que Gauss) quand la matrice
du systéme est symétrique, définie, positive. Elle a aussi avantage de se révéler plus stable
par rapport aux erreurs d’arrondi. Noter également I’estimation a priori

|bik| < a; Yi=1,.,.N, Vk=1,..,1

provenant de la relation
i
2
D> bk = a
k=1

et qui assure que les b;; ne deviendront jamais trop grands.

6.2.4 Autres méthodes directes

— Une autre méthode, connue sous le nom de méthode de Householder, consiste & multiplier
la matrice A par des matrices de symétries orthogonale pour aboutir & une factorisation

de la forme
A=QR

ol R est triangulaire supérieure et ) une matrice orthogonale. Cette technique néces-
site environ deux fois plus d’opérations que celle de Gauss mais le conditionnement du
systéme initial ne peut qu’étre amélioré. Cette factorisation constitue le fondement d’un
des plus importants algorithmes de recherche des valeurs propres.

— Signalons aussi la méthode du gradient conjugué qui est a '’heure actuelle de plus en
plus utilisée pour la résolution des systémes creux. Elle repose sur la minimisation de la
fonctionnelle quadratique ® (x) = %tX AX — bX et sera décrite dans le chapitre 9. c’est

une méthode "semi-directe”.

6.3 Exercices du chapitre 6

Exercice 6.1 Montrer que la factorisation A = LU est unique si on impose que les élé-
ments diagonaux de L soient tous égaux a 1 (et A inversible).

Exercice 6.2 Montrer que la structure-bande est conservée dans la factorisation.
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Exercice 6.3 Montrer qu'une permutation de lignes de A revient & multiplier A & gauche
par une matrice 7" simple (on l'appelle matrice de transposition).

Exercice 6.4 Montrer que, dans l'algorithme de Crout compact ugr = dgfk:fl (k>2)

ou Ay est la matrice de rang k extraite de A :

Ay

A=



6.4. TD6 : RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

6.4 TDG6 : résolution des systémes linéaires

Exercice 1 : Instabilités. On considére la matrice de Hilbert H de taille n dont les
éléments sont donnés par H;; = 1/(i + j — 1), pour 1 < 4,5 < n. Soit X,.s le vecteur dont
toutes les composantes sont égales & 1 et définissons un vecteur second membre b = Hx,. ;.
On définit Xy, comme la solution numérique par la méthode de Gauss du systéme :
HXpum = b. Tracer l'erreur relative (en norme euclidienne) entre X,¢¢ et X,um en fonction
de n. Que se passe t-il 7 Comment expliquez-vous ce comportement ?

Exercice 2 : Résolution d’une EDP par différences finies. Le but de cet exercice
est la comparaison de différentes méthodes pour la résolution d’un systéme linéaire obtenu
par discrétisation d’un probléme de Dirichlet.

Soit © =0, 1[x]0, 1] le carré unité, considérons le probléme suivant :

—Au = f(zx,y) = 1372 sin(37z) sin(2ry) dans Q
u=0 sur 0N

Pour résoudre ce probléme par différences finies, utilisons le maillage formé des n? points
Py, de coordonnées (z;,y;) = (n%rl,n%rl) avec 1 < i <netl<j<n (Les points sont
numérotés de gauche a droite puis de bas en haut). La discrétisation consiste a remplacer
le laplacien par la formule centrée points équidistants d’ordre 2 :

—A’LL(CC,y) ~ %(41&(1;,3/) - U(I + ha y) - U(SL‘ - hvy) - ’LL(SC,y + h) - U(:E,y - h))

L’inconnue du probléme est alors le vecteur u = (uy), & n? composantes qui sont les valeurs

approchées de la solution aux points Py, u vérifie le systéme linéaire suivant :
Au = h*b

avec :
h pas du maillage,
A matrice de discrétisation, par exemple pour n = 3, A s’écrit :

4 -1 0 -1 0 0 0O 0 O
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 O
0o -1 4 0 0 -1 0 0 O
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O
A= 6 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
06 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
o 0 0 -1 0 0 4 -1 0
6o o 0 0 -1 0 -1 4 -1
o 0o 0 0o 0 -1 0 -1 4

b second menbre de I’équation b = (by) avec by = f(Py).
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1. Ecrire une fonction qui étant donné un entier n renvoie la matrice A correspondante.
Fonctions Matlab utiles : diag, repmat

2. Ecrire une fonction qui étant donné un entier n renvoie les deux vecteurs X et Y respec-
tivement abscisses et ordonnées des points (Py). Définir alors le vecteur b second membre
de I’équation.

3. Résoudre le systéme linéaire par les trois méthodes suivantes : pivot de Gauss, factori-
sation LU, factorisation de Cholesky. On comparera notamment ’erreur entre la solution
obtenue et la solution exacte du probléme : uy,(x,y) = sin(37z) sin(27y) définie par :

>k [u(Pr) — un(Py)]?
>k [uen (Pg) 2

Et également le temps de calcul nécessaire et ce pour différentes valeurs de n.
Fontions Matlab utiles : \, lu, chol, tic et toc

erreur =

4. (si vous avez le temps) Quelle place mémoire est nécessaire pour stocker la matrice A
correspondant & n = 407 La plupart des élements de A sont pourtant nuls! Il existe une
méthode de stockage de ces matrice dites creuses consistant a ne garder en mémoire que
les élements non nuls de A et leurs positions dans la matrice. Utiliser ce genre de stockage
pour le matrice A. Quelle est la nouvelle place mémoire utilisée ?

Comparer a nouveau le temps de calcul des méthode de Gauss, de factorisation LU, de
factorisation de Choleski dans le cas ou A est stockée sous forme de matrice creuse. Quelle
est votre conclusion ? Quel est I'inconvénient des méthodes de factorisation ?

Fontions Matlab utiles : whos sparse spdiags
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6.5 Aide-mémoire : Rappels sur les matrices

Rappelons quelques définitions et notations pour les matrices et le calcul matriciel. Une ma-
trice A de taille n x m est un tableau de nombre avec n lignes et m colonnes. Le terme situé
sur la i-¢me ligne et la j-iéme colonne sera noté a; ;. On dit que la matrice est carrée lorsque
m = n. Un vecteur peut étre regardé comme une matrice n x 1 (vecteur colonne) ou 1 x n
(vecteur ligne). Pour faire le lien avec le cours de mécanique : les vecteurs correspondent
aux tenseurs d’ordre 1, tandis que les matrices dont il est question ici correspondent aux
tenseurs d’ordre 2.

On peut ajouter entre elles deux matrices de méme dimension, le terme général de A + B
est alors naturellement a; j + b; j. L’ensemble des matrices de taille n X m forme un espace
vectoriel (le produit de A par le scalaire k est la matrice de terme général ka; ;). Il est de
dimension nm et une base, appelée canonique, est constituée des matrices Fj;,1 < k <
n, 1 <1< m dont le terme général est d; ;.0;; qui vaut 1 pour ¢ =k et j = [ et 0 sinon.

On ne peut faire le produit matriciel A x B (ou plus simplement AB que si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Ainsi le produit de A de taille n x p par
B de taille p x m donnera une matrice C' de taille n x m dont le terme général est

p
Cij = E i br,j -
k=1

Un cas particulier est le produit de la matrice A de taille n x m par le vecteur colonne X
de taille m x 1 : cela donne donc un vecteur colonne de taille n x 1. Le produit de deux
matrices carrées est donc toujours possible, mais il n’est pas commutatif : en général
AXx B# B xA.

On appelle transposée de la matrice A, la matrice obtenue en échangeant les lignes et
les colonnes de A. On la notera A’ (ou A’ en Matlab) et son terme général est donc a;;.
Une matrice carrée A est dite symétrique si A = A’ autrement dit si a; ; = a;; pour tout
1 et j.

Une matrice A symétrique est dite positive si X A X > 0 pour tout X € R™. Notons que
X' A X est un réel.

Une matrice A symétrique est dite définie positive si X! A X > 0 pour tout X € R” non
nul.

On appelle matrice identité, et on note Id, la matrice carrée possédant des 1 sur sa diagonale
et des 0 partout ailleurs. C’est I’élément neutre pour la multiplication au sens ot A Id =
Id A = A pour toute matrice A.

On dit qu’une matrice carrée A est inversible, s'il existe une matrice carrée, notée A1
telle que AA™Y = A= A = Id. Un critére nécessaire et suffisant d’inversibilité est que le
déterminant de A soit non nul.
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Chapitre 7

Résolution de systémes linéaires -
méthodes 1tératives

7.1 Analyse du conditionnement d’un systéme linéaire

Le but de ce paragraphe est d’étudier 'influence d’une petite variation du second membre
ou des coefficients d’une matrice d’un systéme linéaire sur la valeur de la solution. Comme
il a déja été expliqué dans le premier chapitre de ce cours, les arrondis faits sur les données
(et inévitables dans un calcul numérique sur machine), peuvent étre interprétés comme
de telles "petites variations” : il est donc essentiel de connaitre leur impact sur le résultat
calculé.

7.1.1 Quelques préliminaires sur les normes matricielles

On rappelle tout d’abord :

Définition 7.1 Etant donné V un espace vectoriel sur R ou C, on appelle norme sur V
toute application (qu’on notera ||.|) de V' dans [0, 00| telle que

(i) |z]| =0 <=2 =0 pour z € V
(ii) Ve €e VYA € R(ou C), |[Az|| = |\ ||z] (homogénéité)
(iii) Yo,y € V, |z +yl| < |l=f| + ||yl (inégalité triangulaire).

Nous serons, en particulier, amenés a utiliser les normes classiques de RY (ou CV) a savoir :

~ 1/2
lzlly = (Z w?)

i=1
N
lelly = > il
=1
Izl = max |l
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Plus généralement, on peut considérer

N 1/p
Iz, = <Z !wi\p) , 1<p<oo
i=1

La notation ||z|| . utilisée ci-dessus provient du fait que

Vo e RY, Hm [lof, = max |oi| (= llz])-

Il est bon de connaitre la géométrie des boules-unités pour chacune de ces normes soit
B ={z € R";|z|| <1}. Ainsi, en dimension 2, on a :

an \
N

FIGURE 7.1 — Les boules unités, pour la norme ||.||2 (& gauche), pour la norme ||.||so
(au centre), pour la norme ||.||; (a droite)

On remarque que la boule-unité pour la norme euclidienne est ”arrondie” : elle ne présente ni
angle, ni partie plate contrairement aux deux autres. Cette géométrie particuliére explique
partiellement pourquoi la norme euclidienne a de "meilleurs” comportements que les autres.

7.1.1.1 Norme sur ’espace vectoriel des matrices

Une matrice carrée d’ordre N est la donnée de N? réels (ou complexes) : elle peut donc
A . NP \ 21 2 2 . 2 .
étre identifiée & un élément de RV". A ce titre, toute norme sur RY" fournit une norme sur
'espace des matrices. Ainsi, si A = [a;;], on peut poser
1/2
|All = max |a;| ou ||A| = E a?j , etc...
1<i,j<N —
1/7]

Cependant, pour qu’une norme soit pratique d’utilisation, il faut aussi qu’elle soit compa-
tible avec le produit des matrices, ce qui nous conduit & exiger une quatriéme propriété :

(i) [ABI < [[AlllIBIl-

Définition 7.2 On appelle norme matricielle toute norme sur l’espace vectoriel des ma-
trices vérifiant (iv).



7.1. ANALYSE DU CONDITIONNEMENT D’UN SYSTEME LINEAIRE

Etant donnée une norme vectorielle ||.| définie sur RY, il existe une norme matricielle
naturellement associée a ||.|| : on Iappelle norme matricielle induite par |.|| et elle est

définie par :
A
4] = max | Az] (— max HAa:H) .

] \ J=li=1

Remarque 7.1 — L’égalité entre ces deux expressions est due & la linéarité de A soit
Az _ z_
= A () e
maximum en remarquant que x — ||Az|| est continue sur la sphére unité de RY qui est
compacte.

— On vérifie aisément que Papplication A — || A]| est bien une norme matricielle. Vérifions
par exemple (iv) :

ﬁ” = 1. La deuxiéme expression permet de montrer I'existence du

|AB] = max 1457l
w0 |||

Puisque ||ABz|| < ||A]| ||Bz|| par définition de ||AJ|, on a donc

| B|
]

[AB| < max [ A] < [[AlIB]-
x#0

— On garde souvent la méme notation pour la norme vectorielle et la norme matricielle
induite bien que les deux normes n’agissent pas sur le méme espace : cela ne conduit en
fait & aucune confusion et favorise au contraire les écritures. Ainsi, on écrira :

|AX|| < [|A]| |1 X]|, ¥X € RY, VA matrice carrée d’ordre N.

— On notera de la méme fagon ||.||,, la norme matricielle associée a [|.[|,,.

Théoréme 7.1

N
() 1Al = max > oy
j=1

1<i<N

N
(i) 14, = max, <Z\aijl)

=1
(iii) |Al, = /p(A*A) ot A* =A' (adjointe de A)

et p (M) désigne le rayon spectral de la matrice M soit
p (M) = max {|A|; X valeur propre de M} .

Remarquons que la matrice adjointe A* n’est autre que la transposée dans le cas d’une
matrice & coefficients réels. Dans le cas particulier ot A est symétrique,||All, = p(A).

Remarque 7.2 — Toute racine carrée d’une valeur propre de A*A est appelée valeur sin-
guliere de A. Si A est normale (i.e. AA* = A*A), alors /p(A*A) = p(A). Dans tous
les cas p (A*A) = p(AA").

— ||A|l et || Al|; se calculent simplement & partir de la matrice de A contrairement a || A||,.

— On utilise aussi la norme, dite de Frébenius (ou norme de Schur) :
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1/2

1Al = (D = [trace (A*A)]Y? .

On montre qu’il s’agit d’'une norme matricielle, mais non induite par une norme vectorielle
(en effet, si I est l'identité, ||| = VN ... au lieu de 1 pour une norme induite par une
norme vectorielle).

Démonstration du Théoréme 7.1 :

N

lAz] = max {|> aia; max ZI%II%I

1<i<N 4 1<2<N
Jj=1

< max § (Sl ) (g fosl) p < ol 5 o

Ceci démontre que [|A| < maxj<j<ny (Zjvzl |aij]> . On montre que ’égalité est réalisée en

considérant le vecteur = (¢;) ou

1sia;; >0
Ej:{ i0j Z

) et 79 est un indice tel que
—1 sinon a;,; <0 0 q

N N
jzl |aio;] = 1I<n;?§v ; |ai;]
— Le point (ii) s’obtient de facon analogue : noter la dualité entre les normes ||.||; et |||
qui va, en fait, bien au dela de cette simple remarque.
~ Ona ||Al5 = max|y||,=1 | Av||3 = max|,|,=1 0" A" Av, puisque |z]3 = 2"z = Y |=]* La
matrice A*A est hermitienne puisque (A*A)* = A*A.
On sait (cf. cours d’algebre linéaire classique) qu’il existe une matrice unitaire U telle que
U~'A*AU = D soit diagonale, la diagonale étant formée des valeurs propres A de A*A.
On a donc :
max v*A*Av = max v*UDU 'v.

[vll,=1 vll,=1

Puisque U est unitaire, HU_11)H2 = 1. Puisque par ailleurs U~! est bijective, on a donc :

N
|Al3 = max w *Dw= max <Z )\iw?) = max IAil=p(D)=p(A*A).

|| ”2 Z{\Izlwzzl i=1,..,N

7.1.2 Analyse du conditionnement

Considérons le systéme linéaire

AX = b (7.1)

Considérons une petite perturbation db de b. La solution correspondante est perturbée soit

A(X +6X) = b+ b. (7.2)
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Nous allons mesurer la variation relative de X en fonction de celle de b. Pour cela, nous
prenons ||.|| une norme quelconque sur RV,

De (7.1), (7.2), on tire
A(6X) = 6b soit 6X = A7 (6b).

Utilisant la norme matricielle induite, on a :
lox || < [[A7H[ lléo] -
Par ailleurs, avec (7.1)
1ol < (LA
Ces deux inégalités donnent :

15X 3y gy .4 190
T A Al . 7.3

Cette estimation sur la variation de X est en fait optimale puisqu’on peut trouver Xg tel
que [[AXol| = [ ] |Xoll et 8b tel que [[A=1]|[[ab] = [~ (5D)]|.
Ainsi la variation relative sur X sera d’autant plus grande que le nombre ||A™!|| [l Al est

plus grand : on l'appelle le conditionnement de A relatif a la norme ||.|| .

Définition 7.3 On appelle conditionnement de la matrice A (dans la norme matricielle
II.1l), le nombre

cond (A) = HA_1H Al -
Si on travaille avec la norme ||.||,, on notera le conditionnement associé cond,,.

C’est le méme nombre qui intervient lors de la variation des coefficients de A : supposons,
en effet, que A soit perturbée par une matrice AA; alors

AX = b
(A+AA) (X +6X) = b
— A(X)+AA(X+6X)=0
— (X =-ATAA(X +6X)
— 65X < |47 AA] X + 6X]
0X AA
= |])(||+6|L(|| < ond(A)HHAHH.

7.1.2.1 Propriétés de cond (A)

(i) cond(A) > 1 et le conditionnement est d’autant meilleur qu’il est plus proche de 1.
(en effet AA™' =T =1=|I|| < ||A|||A7Y.)

(ii) cond (A) = cond (A~1), cond (aA) = cond (A).

(iii) si A est normale (i.e. A*A = AA*), pour la norme ||.||5, on a

max; |A; (A)]

cond(A) = i n ()]

, \; valeur propre de A.
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Plus généralement, pour une matrice A quelconque

pin (A)
conds(A) = ,
(4) p1 (A)
uy = plus grande valeur singuliére de A,
u1 = plus petite valeur singuliére de A.

(iv) si A est unitaire (ie U* = U™1), conda(A) = 1.

Remarque 7.3 — La démonstration de (iii) est immédiate & partir de la définition du
conditionnement, du Théoréme 7.1 et des remarques qui le suivent.

— La propriété (iii) exprime qu’une matrice dont le spectre (i.e. ’ensemble des valeurs
propres) est étendu sera mal conditionnée.

— La propriété (iv) justifie ’emploi de matrices unitaires dans certains procédés de facto-
risation (cf. méthode de Householder) : ainsi le conditionnement du systéme final est au
moins aussi bon que celui du systéme initial.

— On ne modifie pas le conditionnement d’une matrice en la multipliant par un scalaire. Par
contre, on peut diminuer condaA en multipliant certaines lignes ou certaines colonnes
par des coefficients non nuls : il s’agit de 1’équilibrage de la matrice. C’est une technique
de préconditionnement trés utilisée en pratique.

7.1.3 Exemple de systéme linéaire mal conditionné

(da a R.S. Wilson, cf. P.G. Ciarlet "Introduction & lanalyse numérique matricielle et a
loptimisation”)
Considérons le systéme

0 7 8 7 uq 32 1

75 605 uz | | 23 de solution 1

8 6 10 9 ug | | 33 1

7 5 9 10 Uy 31 1

Le systéme perturbé

0 7 8 7 uq + ouq 32,1 9,2
7T 5 6 5 ug +6ug | | 22,9 o vour solutio —12,6
8 6 10 9 us +ous | | 33,1 POUE SOIMON 1y 5
7 5 9 10 Ug + duy 30,9 -1,1

Ainsi une erreur relative de 1/200 sur les données entraine une erreur relative de 'ordre de
10/1 du résultat (erreur amplifice de 2000).

De méme
0 7 81 7.2 u + Auy 32 ~81
7,08 5,04 6 5 uptDup | _ |23 | 187
8 5098 9,8 9 us+Aus |~ |33 ] 2P ~34

6,99 4,99 9 9,98 ug + Auy 31 22
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Pourtant, la matrice est "bonne” (symétrique, de déterminant 1, donc loin de 0). Son inverse
est d’ailleurs donnée par

25 —41 10 -6
—-41 68 —17 10

-1
AT = 10 -17 5 -3

Mais les valeurs propres de A sont
A1 =~ 0,01015 < A9 = 0,8431 < A3 = 3,858 < A\g = 30,2877, si bien que

A
condy (A) = )\—4 ~ 2984 est grand !

1
D’autre part

1 8,2 32 0,1
1 ~13.6 | , | 23 ] -0t
u=ty o= g [P e 0% 0
1 -2,1 31 -0,1
de sorte que
J db
1oully g 1985 et conds (A) 1Bl _ g 9494,
[ully 161l
On n’est donc pas loin de I’égalité dans ’estimation (7.3)
4 db
” UHQ < 0nd2 (A) H H2 .
[[ull 161l

7.1.4 Préconditionnement

Les matrices mal conditionnées sont véritablement & l'origine d’erreurs importantes dans
les calculs pratiques, y compris pour les ingénieurs. Par exemple, dans la résolution d’une
équation aux dérivées partielles avec une discrétisation de type différences finies ou éléments
finis de pas h (trés petit), il est classique que le conditionnement de la matrice du systéme
linéaire soit en O(h—g)! Par ailleurs pour les méthodes itératives comme la méthode du
gradient conjugué (cf. chapitre 9), la rapidité de convergence est directement liée au condi-
tionnement : plus celui-ci est mauvais, plus la convergence sera lente. Il est donc souvent
utile de remplacer le systéme linéaire initial par un systéme équivalent mieuz conditionné,
c’est ce qu’on appelle la technique du préconditionnement. Il y a de nombreuses facons de
le faire. Citons simplement ici sans détailler les méthodes de factorisation incompléte ou le
préconditionnement SSOR.

7.2 Meéthodes itératives

Etant donné le systeme AX = B & résoudre, les méthodes itératives de résolution de
systémes linéaires consistent a calculer les valeurs successives d’une suite de vecteurs X*
convergeant vers la solution X quand k& — oo.



134CHAPITRE 7. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES - METHODES ITERATIVES

Principe : On décompose A en A = M — N ou M est une matrice "facile” & inverser,
au sens que le systéme MY = d se résout facilement (M diagonale, ou triangulaire, ou
diagonale par blocs...). Alors

AX=b<—= MX=NX+b
conduit & l'itération
MXH = NXF 4,
7.2.1 Description des méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation

On suppose donnée A avec a;; # 0 Vi. On décompose A sous la forme

all a]12 “ e CEEEEY .« . alN
az1 a9 —F
=D-F-—-F
D
-F
L a1 e e e a’N,N*l aNN )

ou D est diagonale, F triangulaire inférieure, F' triangulaire supérieure.

Une premiére décomposition conduit a
AX =b<—= DX =(E+F)X+b

et & la méthode itérative de Jacobi :

Xl =D Y (E+F)X*+D '
XY arbitraire

Algorithme de Jacobi

X0 choisi
De k=0 a ... (test d’arrét)
Dei=1aN
b= (— D opti al-pw’; + bi) [ ai;.

Remarque 7.4 Dans cet algorithme, il est nécessaire de conserver en mémoire tous les
xf aussi longtemps que le calcul des a:f“ n’est pas achevé. Il est possible d’utiliser 2 fois
k+1

moins de mémoires en écrasant & chaque fois xf par ;" , ce qui conduit & :
Algorithme de Gauss-Seidel

X0 choisi
De k=0 a ...(test d’arrét)
[ Dei=1aN

k+1 ._ k1 ok . B
;T = (— Zp<i AipTy - — Zp>i AipTy + bz) /ai;.
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Remarque 7.5 Sous forme matricielle, cet algorithme s’écrit en fait :
DX = Ex* 4 pxk 4

ou

Xk = (D — B)™! (FXk + b> .
Cet algorithme peut encore étre modifié en introduisant un paramétre supplémentaire qu’on
choisira au mieux pour que la convergence soit plus rapide. Selon les notations tradition-
nelles, on est conduit & :
X = (1—w) X 4w [(D ~ B! (FXk v b)] .

On vérifie immédiatement que si X* converge, il converge vers X solution de

X=(l-w)X+w (D—E)—I(FXJFb)} = X =(D—E) (FX +b) « AX =b.

Algorithme de relaxation

X0 choisi
De k=0 a ...(test d’arrét)
Dei=1a N
= (1wl —w (Zp<i aprytt Y0 o aipty — bi) [ ai;.

Remarque 7.6 Il faut noter que chaque itération nécessite (dans Gauss-Seidel par exemple) :

N ((N — 1) multiplications + (N — 1) additions + 1 division) ~ 2N? opérations

si la matrice est pleine. Pour étre comparable & la méthode de Gauss, il faut donc que la
précision voulue soit obtenue en moins de % itérations. Dans la pratique, on constate que
les méthodes itératives sont surtout avantageuses lorsque la matrice est creuse : a chaque
itération, le nombre d’opérations est d’ordre kN, ou k est une constante fixe directement
proportionnelle au nombre d’éléments non nuls. De plus, il suffit de stocker les éléments
non nuls de A. C’est ce dernier point qui est essentiel dans le choix des méthodes itératives
pour les grands systémes creux : une factorisation de type Gauss ou Cholesky, méme si elle
préserve la structure-bande, remplit les "trous” a l'intérieur de la bande et nécessite donc
plus d’espace mémoire.

7.2.2 Itérations par blocs

Supposons que la matrice A se présente naturellement sous la forme
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ou les matrices A;; sont inversibles. On peut alors utiliser un algorithme de relaxation
par blocs : si X* = (X{“,Xf,Xiﬂf,Xff,Xg) ou les Xf ont des longueurs adaptées a la
décomposition ci-dessus, on a :
Pouri=1,...,5
A X[t = (1 - w) AuXf —w [qu AipXp T+ 2i<p<s AipXy — Bi

Ce regroupement par blocs peut accélérer la convergence, mais alourdit bien sir le cott de
chaque itération puisqu’il y a, & chaque pas, 5 sous-systémes a résoudre. Ce n’est que si
cette résolution est rapide que ce choix peut étre intéressant.

7.2.3 Etude de la convergence des méthodes itératives
Considérons une méthode itérative du type
XM= BX* 44 (7.5)

appliquée a la résolution de AX = b. (On suppose A inversible).
Définition 7.4 On dit que la méthode est consistante si, lorsque X* converge vers Y, alors
Y est la solution cherchée soit Y = A~'b.

On dit que la méthode est convergente si, pour tout choiz X° de la donnée initiale, X*
converge vers A~'b.

Remarque 7.7 Pour qu’une méthode soit consistante, il faut bien str choisir B et d en

fonction de A et B convenablement : supposons que X* =4, Y.
On a alors

Y = BY +d
X = A%
Y-X = BY-X)+d—-(I—-B)A™'b.

La consistance est assurée si d = (I — B) A~'b et I — B est inversible.

Théoréme 7.2 Supposons la méthode (7.5) consistante. Alors elle est convergente si et
seulement st
p(B) < 1. (p (B) = rayon spectral de B) . (7.6)

Démonstration : Soit X la solution cherchée, i.e. (puisque la méthode est consistante)
X = BX +d. Retranchant & (7.5), on obtient :

X’f“-X:B(X’f-X)

et par récurrence

XF-Xx=B"(Xx"-X). (7.7)

Puisque X — X est un vecteur arbitraire, on voit que X* — X tend vers 0 (pour tout choix
de X9) si et seulement si
lim B =0 (7.8)

k—o0
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(au sens que tous les éléments de la matrice B tendent vers 0).

Supposons que p(B) > 1 : alors il existe A € C et X € CV tel que BX = \X, |A| > 1,
X # 0 et donc

B*X = \FX.
Mais |A*| - 0 quand k — co. Donc B* ne tend pas vers 0. La condition p (B) < 1 est

donc nécessaire.

Supposons que p(B) < 1 :Si ||.|| est une norme sur RY (ou CV), d’apreés (7.7), on a :
|x* - x]|| < uBI*|Ix° - x| (7.9)

ou ||B]| est la norme matricielle induite de B. S’il existe une norme telle que || B|| < 1, on
a immédiatement
lim HX’“ — XH = 0 pour tout choix de X°.

k—o0

L’existence de cette norme résulte du lemme suivant :

Lemme 7.1 Soit B une matrice carrée :
(i) p(B) < ||B]| pour toute norme matricielle ||.|| .
(ii) Ye > 0,3||.|| norme sur RN telle que pour la norme matricielle induite | B|| < p (B)+e.

Démonstration : Le point (i) s’obtient comme suit : soit (A, X)) une valeur propre et un
vecteur propre de B.

BX = X = [ X] < IBI[[X]| = Al < [|B]-

Puisque c’est vrai pour tout A valeur propre, on en déduit p (B) < || B].

La démonstration de (ii) est un peu plus longue. On peut la trouver dans de nombreux
livres (par exemple "Introduction a Panalyse numérique matricielle et a l'optimisation”,
P.G. Ciarlet, Masson).

7.2.3.1 Vitesse de convergence

Une premiére estimation est obtenue a 1’aide du lemme suivant :

Lemme 7.2 Pour toute matrice carrée B, et toute norme matricielle

lim ’Bk“l/k — »(B). (7.10)
Démonstration :
)= ()" <[] =

ce qui donne une inégalité dans un sens.

Soit maintenant € > 0 et B. = ﬁ; alors p (B:) = p(pé?j-a < 1. On en déduit

Bk
lim BY = 0 soit lim —— =0
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Ainsi pour k assez grand et pour toute norme matricielle :
k k k||
HB H < (p(B) +¢)* ou HB H < p(B)+e. (7.12)

De (7.12) et (7.11), on déduit le lemme.

Conséquence du lemme 7.2 : Nous avons vu (cf. (7.7)) que
[ = < s e =

La vitesse de convergence de X* vers X dépend donc de la vitesse de convergence vers 0
de B* et donc de p(B) : il faut que p(B) soit strictement inférieur a 1 et la vitesse de
convergence sera d’autant plus rapide que p (B) est petit. Ainsi, pour k assez grand, on a :

| X" - x| < (0 (B) +2)* || X° - x]].

De plus, si p (E) < p(B), la convergence de X*+! = BX* + d sera plus rapide que celle
de X*. Pour comparer les vitesses de convergence on utilise parfois :

Définition 7.5 On appelle tauz asymptotique de convergence : R (B) = —log (p(B)).

Ainsi, si p (E) =p (B)2 < 1, on dit (et on vérifie) que la convergence de X est deux fois
plus rapide que celle de XF.

7.2.3.2 Application aux méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et Relaxation

Rappelons les "matrices B” de chaque méthode avec les notations de (7.5) :

Jacobi : J:= D ' (E+F)

Gauss-Seidel : Ly := (D — E) ' F

Relaxation : Ly, := (D —wE) ™' (1 —w) D 4+ wF).

Proposition 7.1 p(L,) > |w — 1|. Donc la méthode de relaxzation ne peut converger que

St
0<w<?2.

Démonstration : |det L| = |[produit des valeurs propres de Ly| < p (Ly)™ . Or

det (1 —w)D4wF) (1—w)VdetD N
L, = = =(1- :
det det (D — wE) det D 1)

Ainsi
1—wl¥ < p (L)Y

Nous allons maintenant examiner plusieurs cas de convergence de ces méthodes. Notons
d’abord que, dés la dimension 2, elles peuvent étre divergentes.
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Exemple :
1 -2 .
A = 9 1 ] (A est symétrique)
:1 0 0 0 0 2
p= o1 m=l20] =10 0]
[0 2
J = _20}/)(J)2
1 0 0 2 0 2
v="1 1} [o 0}_[0 —4] p(L) = 4.

On peut démontrer par exemple :
Théoréme 7.3 On suppose A symétrique définie positive. Alors la méthode de relazation
converge pour tout w €)0,2[ (en particulier la méthode de Gauss-Seidel converge).
On a aussi :
Théoréme 7.4 Si A est a diagonale strictement dominante i.e.
Vi=1,..N ag| > |a] (7.13)
J#i
alors les méthodes de Gauss-Seidel et Jacobi sont convergentes.
On va utiliser pour le démontrer le

Lemme 7.3 (Hadamard-Gerschgorin) Les valeurs propres d’une matrice quelconque A
sont situées dans la réunion des disques

D; = )\EC;|)\—CL¢¢|SZ|CLZ‘]’| ,1=1,...,N.
J#i

Démonstration : Ecrivons AX = A X soit
N
Vi = 1, ...,N, Zaijxj = /\LL’Z'.
j=1

Soit k un indice tel que |zk| = max; |x;|. L’égalité ci-dessus avec ¢ = k implique

(N = awn) 2k = D ajwj| < lawg] |y

J#i J#k
soit

IN = arel okl < [ D lars] | |2l
ik

ce qui démontre le résultat.
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Remarque 7.8 Le Lemme 7.3 a de nombreuses applications. Notons par exemple qu’il
donne une estimation a priori sur la position des valeurs propres d’une matrice quelconque
dans le plan complexe. Ce renseignement préliminaire peut étre utile pour le calcul effectif
de ces valeurs propres.

On en déduit aussi le
Corollaire 7.1 Une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.
En effet, si A n’est pas inversible, 0 est valeur propre et d’aprés le lemme 7.3, il existe ¢ tel
que
lazl <> lag]
J#1
ce qui contredit la propriété de stricte dominance de la diagonale.

Démonstration du Théoréme 7.4 : Calculons p(J) = p (D™! (E + F)). La matrice J
est & diagonale nulle et pour ¢ # j on a

D’aprés le lemme de Hadamard-Gerschgorin, si A est valeur propre, on a
i
]

|aiil

<1

et donc p (J) < 1. Soit maintenant A une valeur propre de L; (éventuellement complexe).
Si X est un vecteur propre associé, on a

(D-E)'FX = M —FX=\D-E)X
— Vi:1,...,N —Zaijmj:)\Zaij:L‘j,

J>i J<i

Soit k un indice tel que |xi| = max; |x;|. La relation ci-dessus écrite avec ¢ = k donne

/\akkxk = —E aijj—)\g e

>k i<k
Mlark] <> largl + A laxg] -
>k i<k

Si |A| # 0, puisque A est a diagonale strictement dominante, on obtient

A largl < X g larg] + I 5 lak]
i#h
= |A| < 1letdoncp(Ly)<l.

Remarque 7.9 On peut montrer que si D™'E et D™!F sont a éléments positifs ou nuls,
alors, dés que la méthode de Jacobi est convergente, il en est de méme de celle de Gauss-
Seidel. De plus, la convergence de celle-ci est au moins aussi rapide. Ce phénoméne n’est
pas néanmoins systématique. Cependant, pour de nombreux systémes, surtout lorsqu’ils
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proviennent de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles, la méthode de Gauss-
Seidel converge plus vite que celle de Jacobi. De plus, pour une large famille de tels systémes,
on peut montrer ’existence d’un paramétre w* optimal pour lequel la méthode de relaxation
est considérablement plus efficace : le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une
précision donnée chute considérablement lorsque w est voisin de w*.

Nous allons énoncer sans démonstration un résultat dans ce sens. Pour cela, nous avons
besoin de la définition suivante : A étant décomposée comme précédemment, on note :

L=D'E, U=D"'F
d’ou

A = D(I-L-U), J=L+U
L, = (I—wl) ' (Q-w)I+wl).

Définition 7.6 On dira que A est de type (V), si pour a # 0, les valeurs propres de
J(a) =aL+ éU sont indépendantes de a.

Remarque 7.10 On montre que les matrices tridiagonales sont de type (V). De nom-
breuses matrices provenant de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles sont
également de type (V). Cette notion a été introduite par Varga qui utilise la terminologie
“consistently ordered matrices” dont la traduction littérale francaise est peu heureuse.

On a alors le résultat général suivant :

Théoréme 7.5 Soit A de type (V). Alors

. 2
(i) p(L1) = p(J)".
Donc la méthode de Gauss-Seidel converge si et seulement si celle de Jacobi converge et
elle converge alors deuz fois plus vite.

(i1) Si, de plus, les valeurs propres de J sont réelles et p (J) < 1, alors le graphe de p (L)
a l'allure swivante :

Plus précisément, on a :

et

w—1 stw<w<?2

L,) =
pLo) {1—w+§w2p(J)2+wp(J)\/l—w—i—}lep(J)z 510 <w <w*

Remarque 7.11 Le plus souvent, w* est déterminé expérimentalement. Noter & ce propos
que la dérivée a gauche de p (L) en w = w* est infinie. On aura donc plutot intérét a
surévaluer w™ car une erreur & droite sur w* sera moins sensible qu’une erreur & gauche.
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1.2¢

0 0.5 1 1.5 2
FIGURE 7.2 — Graphe du rayon spectral de L,

7.2.4 Application a la méthode des différences finies

Nous allons expliciter les résultats du théoréme 7.5 pour deux systémes linéaires provenant
de la discrétisation par différences finies d’équations aux dérivées partielles simples.

Considérons d’abord le probléme aux limites monodimensionnel standard

—u" (z)=f(z) O0<z<l1
{ uw(0) =u (1) =0. (7.14)

On montre facilement que si f est continue sur [0,1|, ce probléme admet une solution u
unique. Le calcul numérique de cette solution par la méthode des différences finies consiste
a remplacer la recherche de u par celle d’'un vecteur up = (u1,ug, ..., uy) représentant les
valeurs d’une solution approchée en les points z1, 2, ..., xxy d’une subdivision de l'intervalle
[0,1] que nous supposerons réguliére pour simplifier soit

=ih, i=0,.,N+1, h=—".
Ti = N—+1
Les valeurs en zg = 0 et zy+1 = 1 seront supposées nulles pour satisfaire aux conditions
aux limites de (7.14). Le probléme (7.14) est alors remplacé par un probléme approché on
u” (x;) est remplacé par la différence finie

u(Tip1) +u(wi—1) — 2u (x;)
h2 '

’LL// (xz) ~

Le vecteur approché uj, cherché est donc défini par le systéme

=f i=1,...N

ug = Un41 =0

h2

Ui+ ui—1 — 2u
(7.15)
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ou on anoté f; = f(x;). Tenant compte des conditions aux limites ug = 0 dans la premiére
équation et uyt1 = 0 dans la derniére, il s’agit donc de résoudre le systéme linéaire :

1
ﬁAuh = fh (7.16)
ou fp = (fl, ...,fN) et
[ 2 -1 0 0 |
-1 2 -1
A= 9 B (7.17)
ST T
: . .. . =1
0 - - 0 -1 2

On vérifie que A est une matrice tridiagonale symétrique définie positive. Le systéme (7.15)
pourra étre résolu & ’aide de la méthode directe développée dans le théoreme 6.1 condui-
sant & un nombre d’opérations de ’ordre de 8 N. Cette méthode est d’ailleurs fortement
conseillée.

Cependant, a titre indicatif, nous allons expliciter les résultats du théoréme 7.5 sur cet
exemple. La matrice A étant définie par (7.17), on a, avec les notations utilisées précédem-
ment

L ;
ol o - 00
0
1 1
J(@)=aD 'E+-D'F = _ 0
« 2 0
«
| 0 0 o 0 |
On vérifie aisément que le vecteur UF = (Uik)1<i<N tel que
» k
Uk = o/—lsiniNL, i=1,.. N
est vecteur propre de J () pour la valeur propre A\, = cost—L et ce pour k =1,...,N.
Ceci montre que A est de type (V) et
(7) = max [ A| = cos ==
p —1r§r}§anN k —cosN+1.

On en déduit en particulier que, lorsque N est grand,

7.(.2
p(J):1—;(N+1)2+0(N14> (7.18)
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et donc p(J) tend vers 1 lorsque N tend vers l'infini. La vitesse de convergence décroit
ainsi avec N. D’aprés le théoréme 7.5, on a

p(L) = p(N)P=1- ™ L0 <1> (7.19)

o= - (7.20)

p(Ly+) = ' 5 (7.21)
(1 + sin <NL+1))
Ainsi, pour N grand
27 1
P(Lw*)zl_N+1+O el (7.22)

Les relations (7.18), (7.19), (7.22) permettent de comparer les vitesses de convergence des
différentes méthodes lorsque N est grand. Rappelons que, comme conséquence du lemme
7.2, si xy est définie par

Xn+1 = BZL‘N +d

alors, asymptotiquement

[2n — Xool < p(B)" [| X0 — Xool - (7.23)
Notons ¢p = || Xo — X/ ; pour rendre ||y — Xl inférieur a e, il faut, en supposant
Iestimation (7.23) optimale ce qui est le plus souvent le cas, que cop (B)" < €, soit en
notant a = —log = et Rp = —log p (B) (vitesse de convergence)
S @
n>—.
= Rg

Pour de grandes dimensions N, d’aprés (7.18), (7.19), (7.22), on a

72 2 2

~ SN Ry, Ry, .

R ~ ~ 2
I N2 e TN

Il sera donc nécessaire de prendre

2
n o~ —ZN2 pour Jacobi
T

o
n o~ —2]\72 pour Gauss-Seidel
T

@
n o~ Q—N pour la relaxation optimale.
T

Cette derniére méthode est donc plus que N fois plus rapide que celles de Jacobi et Gauss-
Seidel.

Afin d’évaluer le temps global de calcul pour éventuellement comparer avec la méthode
directe suggérée plus haut, outre le nombre d’itérations, il est nécessaire de tenir compte
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du nombre d’opérations élémentaires & chaque itération, soit kN ou k est une constante de
I’ordre de 8. D’autre part, il faut aussi tenir compte d’un choix "raisonnable” de la tolérance
€. Une analyse de 'erreur de discrétisation montre que

max |u (z;) — us| < Ch?

ou u est la solution exacte, (u;) la solution approchée et C' une constante dépendant de w.
Il est donc raisonnable de choisir € d’ordre k2, soit, pour une certaine constante a

a ~ —logah? ~logaN? ~ 2log N pour N grand.

On obtient alors le tableau suivant valable pour N grand

Méthode ‘ Nombre d’itérations ‘ Nombre d’opérations
Jacobi 4 N%log N k% N3log N
Gauss-Seidel % N2log N k2 N3log N
Relaxation optimale %N log N k:%N2 log N

Comme annoncé, on constate que le nombre d’opérations requis est bien supérieur a celui
requis pour la méthode directe du théoreme 6.1, soit un facteur de N. Cette différence
importante est bien sir trés liée & la structure tridiagonale. Elle devient moins importante
pour de grandes matrices & bandes trés creuses. De plus, dans ce cas, méme si le nombre
d’opérations est plus grand, pour des raisons de stockage en mémoire, on pourra préférer
une méthode itérative & une factorisation qui "remplit” les bandes et rend ainsi le stockage
des matrices-facteurs difficile, voire impossible pour des matrices trés grandes.

Pour terminer ce paragraphe, nous énongons sans détails les résultats relatifs au systéme
discrétisé associé a I’équation aux dérivées partielles bidimensionnelle :

~ 5% (2,y) — 54 (z,9) = f (z,y) sur Q CR?
u (z,y) = 0 sur le bord de Q.

Nous supposons que €2 est le carré [0, 1] x [0, 1]. On le munit d’un maillage uniforme de méme

pas h dans les deux directions dont les noeuds sont les points (ih, jh), i,j =0,1,..., N+ 1.

Le probléme discrétisé consiste a trouver une approximation de la solution aux noeuds

du maillage, la dérivée seconde en un point (i¢h,jh) étant remplacée par la formule de

différences finies & 5 points

Uit1j +Ui—1 + Ui ji1 + Ui j—1 — 4U; 5

U” (Zh7jh) ~ h2

ou U; j est la valeur de la solution au point (ih, jh). Le systéme discrétisé s’écrit alors avec
fij = [ (ih,jh) et h = 55 -

Ui+ Ui + U;'L,gﬂ +Uij-1—4Uij _ fis i =1, N
U(]J' = UN+17J‘ =0,7=0,...N+1

Uo=Un+1:=0, i=0,..,N+1
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L’écriture matricielle de ce systéme nécessite le choix d’une numérotation des noeuds. Une
numérotation par ligne conduit a un systéme

1
ﬁAUh:fh
ou
r4 -1 0 0o -1 ]
-1 4 -1 0 0
0O -1 4 -1 0 0o -1
-1 4 -1
-1 -1
A — —1 -1 4
-1
1
—1 4 —1
-1 -1
-1 0 0 -1 4

on montre que A est de type (V). On vérifie que les vecteurs
Ubl kl=1,...,N

de composantes
kr . w
sin
N+1 W NyT

sont vecteurs propres de J = L + U pour les valeurs propres

USl = sini ij=1,..,N

Nl = 1 cos hm + cos I
2 N+1 N+1)°
Ainsi -
_ k| _
p(J)_HllﬂX’)\ ‘ COS T

On retrouve donc les mémes formules qu’en (7.18), (7.19), (7.22). Pour atteindre une pré-
cision en h?, le méme nombre d’itérations que dans '’exemple précédent est nécessaire.
Chaque itération requiert environ kN2 opérations, d’oil un cotit total d’environ (a un fac-
teur prés) N*log N pour Jacobi et Gauss-Seidel, N3 log N pour la relaxation optimale. A
titre de comparaison, une factorisation de Cholesky nécessiterait environ %N 4 opérations.

7.3 Autres méthodes itératives modernes

Les méthodes itératives de type "point fixe” que nous venons d’étudier sont les premiéres
méthodes introduites dans ce cadre. Elles sont néanmoins souvent limitées en robustesse
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pour les grands problémes. Elles permettent toutefois d’étre utiles dans le cadre du précon-
ditionnement. Des méthodes itératives plus robustes existent. Citons a titre d’exemple la
méthode du gradient conjugué (cf. chapitre 9) ou encore les méthodes par sous-espace de
Krylov (GMRES, BiCGStab,...). Ces méthodes, bien que trés efficaces, sont inutilisables
en pratique si un préconditionneur adéquat n’est pas associé (factorisation LU incompléte,
multigrille, SPAIL..).

7.4 Exercices du chapitre 7

1/2
Exercice 7.1 Montrer que max; j |a;;| n’est pas une norme matricielle, mais que (Z 2 )

ij Yij
en est une.

Exercice 7.2 Montrer p (A*A) = p (AA*).

Exercice 7.3 Montrer que p(J) <1 < p(Ly) lorsque

1 2 -2
A=111 1
2 2 1

Exercice 7.4 On considére la matrice

A:<2\2@ 2‘9@)

Quel est son conditionnement pour les normes matricielles usuelles 7 On multiplie la pre-
miére ligne par un coefficient o, comment choisir a pour que le conditionnement soit mi-
nimum ?
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7.5 TD7 : méthodes itératives

Exercice 1. On souhaite résoudre un systéme linéaire
Ax=Db

de maniére itérative en considérant une méthode de Jacobi ou de Gauss-Seidel. Nous notons
J et L1 les matrices respectives d’itérations. Soit A la matrice donnée par

A:(é ;1> (7.24)

1) Donner les matrices J et L; (en détaillant leur obtention) correspondant a (7.24).

2) Ces deux méthodes itératives convergent-elles 7 (Conseil : étudier le rayon spectral de
J et Ll.)

Exercice 2. 1. Programmer simplement la méthode de Gauss-Seidel. Reprenez la ma-
trice et le second membre de ’exercice 2 de la feuille de TD 6 de la semaine derniére.
Etudier alors la convergence de la méthode en regardant notamment 1’évolution du résidu
|| Au — ]| /[b]].

Fonctions Matlab utile : tril, triu

2. Matlab propose six méthodes itératives pour la résolution de problémes linéaires : bicg,
bicgstab, cgs, gmres, pcg, gmr.

Ces six fonctions s’utilisent sous Matlab d’une facon semblable, considérons par exemple
la fonction cgs. Il est possible de la lancer comme ceci :

[u, flag, relres,iter, resvec] = cgs(A, b, tol, maxit)

A est la matrice du systéme,

b est le second menbre,

tol est la tolérance sur la quantité ||Au — bl|/||b|| (test d’arrét de la méthode),

maxit est le nombre maximum d’itérations,

u est la solution approchée fournie par Matlab,

flag "drapeau" permet de savoir si la méthode a convergé, et la nature de 1’échec le cas
échéant,

relres dernier résidu ||Au — b||/||b]],

iter nombre d’itérations nécessaires,

resvec est un vecteur contenant la valeur du rapport ||Au—b||/||b]] au cours des différentes
itérations.

Résoudre le systéme Au = b par cette méthode cgs (réaliser plusieurs essais pour différentes
valeurs de n et de tol). Qu’observe-t-on ?
Fonction Matlab utile : semilogy.
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7.6 Aide-mémoire : Rappels sur les valeurs propres

Soit A une matrice carrée de dimension n. On appelle valeur propre et vecteur propre de
A un couple (\,U) avec A € R (ou A € C) et U € R™ (ou U € C") tels que

U#0 et AU =)\U.

Comme le vecteur propre U est clairement dans le noyau de la matrice A — AId (le noyau
d’une matrice ou d’une application linéaire est I’ensemble des vecteurs dont I'image est 0),
les valeurs propres A peuvent étre caractérisées comme les nombres tels que le déterminant
de A — AId est nul. Or I’équation

det (A — AId) =0

est une équation polynomiale de degré n en A ; donc la recherche des valeurs propres revient
théoriquement & rechercher les zéros d’un polynome. Dans la pratique, ce n’est pas ainsi
qu’on procéde, car ce serait beaucoup trop lourd.

On appelle spectre de A, I’ensemble de ses valeurs propres. Le rayon spectral de A est le
module de la plus grande d’entre elles, on le note p(A) :

p(A) = max{|\|, A valeur propre de A}.

Remarquons que les valeurs propres de A% sont exactement les carrés des valeurs propres
de A, les valeurs propres de A™ sont exactement les puissances n-iémes des valeurs propres
de A, les valeurs propres de A~! sont exactement les inverses des valeurs propres de A.

On voit donc qu’une matrice A de dimension n a exactement n valeurs propres, éventuel-
lement complexes, éventuellement multiples. On dit que A est diagonalisable s’il existe
une base de vecteurs propres. Si toutes les valeurs propres sont simples, la matrice est
diagonalisable (au moins sur C). Si certaines valeurs propres sont multiples, il est possible
qu’elle ne le soit pas.

Si la matrice A est symétrique (ou plus généralement si A est normale, c’est-a-dire commute
avec sa transposée ou son adjointe), alors toutes ses valeurs propres sont réelles et A est
diagonalisable.

La somme de toutes les valeurs propres de la matrice A est égale a la trace de A, c’est-a~dire
la somme de ses termes diagonaux Y ;" ; a;;. Le produit de toutes les valeurs propres de la
matrice A est égal au déterminant de A.
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Chapitre 8

Résolution d’équations et systémes
non linéaires

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de décrire les algorithmes les plus fréquemment utilisés pour
résoudre des équations non linéaires du type :

f(z)=0

ou
1. z est une variable réelle, f une fonction & valeurs réelles
2. x est un vecteur de R", f une fonction de R dans R".

Le premier point sera le plus détaillé : la convergence des algorithmes est analysée. On
présentera également des techniques d’accélération de convergence. Pour les fonctions de
R™ dans R™ on présentera rapidement les algorithmes qui seront en fait inspirés de la
dimension 1.

8.2 Cas des fonctions d’une variable

8.2.1 Préliminaires : séparation des zéros

Exemple 8.1 résoudre z — 0,2sinx — 0,5 = 0, x réel.

T

Exemple 8.2 résoudre cosz = e~ 7, x réel.

Le premier travail consiste en une analyse mathématique minimale pour séparer les zé-
ros, c’est-a-dire déterminer des intervalles [a;, b;] dans lesquels ’équation considérée a une
solution et une seule.
La méthode la plus simple est d’utiliser qu’une fonction continue strictement monotone sur
un intervalle [a;, b;] et telle que f (a;) f (b;) < 0 a un zéro et un seul dans Uintervalle [a;, b;].
Par exemple :

fi(z) =z —0,2sinz — 0,5
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152 CHAPITRE 8. RESOLUTION D’EQUATIONS ET SYSTEMES NON LINEAIRES

fi(z)=1-10,2cosz > 0 pour tout z .

Donc fi est strictement croissante sur R. Comme f; (0) = —0,5 <0, fi(7) =7 —0,5 >

0, f1 a un unique zéro dans [0, 7].

Un calcul similaire pour ’exemple 8.2 conduit & une impasse si on pose fa (z) := cosz—e™7

puisque la dérivée fi (x) = sinz + e~ est du méme type. Cette situation est bien sir

beaucoup plus fréquente. On peut alors :

— choisir plus judicieusement la fonction auxiliaire fo. Ici, on peut par exemple poser
fa(x) := e®cosx — 1. Les zéros de fo sont exactement les solutions cherchées. D’autre

part :
T

fh(x) = €* (cosx —sinz) = V/2€” cos (ZE - Z) .

Ainsi fo est strictement monotons sur les intervalles du type [% + k5, 5+ (E+1) g],
k entier. L’étude des signes successifs de f (% + k%) permet alors de localiser les zéros
éventuels.

— On peut procéder par tatonnements en s’aidant au maximum d’informations complé-
mentaires disponibles. Ainsi, dans 'exemple 8.2, le tracé des représentations graphiques
des fonctions x — cosz et x — e~ est particuliérement suggestif.

Dans la suite, nous nous placerons le plus souvent dans le cas ou f : [a,b] — R admet un

unique zéro dans Uintervalle [a, b] .

8.2.2 Quelques algorithmes classiques
8.2.2.1 Meéthode de dichotomie (ou bisection)

Reprenons I'exemple 8.1. Nous avons vu que si f(z) = z—0.2sinz—0.5, f (0) <0, f(7) >
0; d’ott un zéro dans (0, 7). Si on calcule la valeur de f en (%), on constate que f (%)
5 — 0,7 > 0. Donc ce zéro est en fait dans [0 ”]. On peut alors calculer f(%) =0,14 >

)
qui montre qu’il est dans [0, ﬂ

=

Il est clair qu’une répétition de ce procédé donne un encadrement de plus en plus précis
du zéro cherché et fournit donc un algorithme de calcul de ce zéro.

Algorithme 8.1 Soit f : [ag, by] — R continue et telle que f (ag) f (by) < 0.

Pour n=0,1,2,..., N, faire
m = L";b”)

Si f(an) f(m) <0, ant1 = ap, bpy1:=m
Sinon Gn+1 =M, bpy1 = by.

Ona: apt1 —bpt1 = % (an — by), soit par récurrence a, — b, = 2% (ap — bp)- 11 en résulte
que cette méthode est toujours convergente puisque a, — b, tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. On peut choisir le temps d’arrét N pour que :
1 b _ orécision choisi
oN (ap — bp) < € = précision choisie.

On obtient alors un encadrement de la solution cherchée & la précision voulue. Bien que cette
situation soit trés alléchante, on verra qu’en fait cette méthode converge plutot lentement
comparée a celles qui suivent.
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Remarque 8.1 Dans 'exemple 2.1, on a f(0) = —0,5, f(7) = 2,64. Ceci laisse immé-
diatement penser que le zéro cherché doit étre plus prés de 0 que de 7. Le plus efficace
n’est donc pas de tester la valeur de f en le milieu de [0, 7] mais plutot en un point plus
voisin de 0 tenant compte de cette différence de poids entre f (0) et f(m). Ceci conduit
aux algorithmes dits de "fausse position” qui convergent généralement plus vite. Nous ne
les expliciterons pas ici.

Remarque 8.2 La méthode ci-dessus converge méme si f a plusieurs zéros dans l'intervalle

[ao, bo] .

8.2.2.2 Meéthode de la sécante

Soit f admettant un zéro dans l'intervalle [x_1,x|. Pour obtenir une premiére approxi-
mation de ce zéro, 'idée est de remplacer f par son interpolé linéaire sur [z_1,xo], soit

par
Y (@) = f (20) + (a — wp) L) =S @)

ro— -1

I'unique fonction linéaire dont les valeurs coincident avec celles de f en x_1 et xg. L’ap-
proximation z; est alors obtenue en résolvant :

Y (1’1) =0
soit
To — T_1
f(xo) = f (1)

Géométriquement (cf Figure 8.1), ceci revient a remplacer la courbe d’équation y = f ()

x1 =20 — f (z0)

FIGURE 8.1 — Méthode de la sécante

par la sécante AB et x4 est Uintersection de AB avec la droite (Ozx) .
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Comme le montre le dessin, x,41 semble plus voisin du zéro cherché que x,—1 ou xy.
Pour trouver une meilleure approximation, il suffit de répéter le procédé a I’aide des points
(Zn, Tnt1)- En continuant, on obtient I’algorithme suivant.

Algorithme 8.2 z( et z_; étant donnés,

Pour n =0,1,2,...
Tp — Tn—1

f(zn) = fzn-1)

Tp4+1 = Tn — f (xn)

8.2.2.3 Critére d’arrét

Cet algorithme n’est évidemment pas complet tant qu’on n’a pas précisé un critére d’arrét.
Nous verrons plus loin que, généralement, x,, converge vers la solution x,, cherchée ce qui
signifie que pour n grand, z, est voisin de . Sans plus d’informations, il est difficile
de savoir ce que signifie numériquement "n grand”, et c’est 14 une difficulté fréquente en
analyse numérique.
Un critere d’arrét souvent utilisé consiste & choisir a priori une tolérance € et & terminer
I’algorithme lorsque

|Tpy1 — xn| <e. (8.1)

Ce n’est pas complétement satisfaisant ; pour s’en convaincre, on peut penser a la suite :

1 1

qui veérifie limy, o0 |Zp+1 — 2| = 0 bien que tendant vers linfini.
Puisqu’on veut résoudre f(x) = 0, un autre critére d’arrét possible consiste & s’arréter
lorsque

|f (zn)| <e. (8.2)

Un numéricien particuliérement scrupuleux pourra décider de ne s’arréter que lorsque les
deux critéres d’arréts (8.1) et (8.2) sont simultanément vérifiés. Dans le cas de 1’algo-
rithme de la sécante ci-dessus, on peut aussi utiliser :

If () = f (zp-1)| <e.

ce critére d’arrét a 'avantage d’éviter une possible division par 0.

Enfin, pour éviter a l'ordinateur de tourner sans s’arréter lorsqu’il n’y a pas convergence,
il est évidemment indispensable de toujours mettre un critére limitant le nombre total
d’itérations.

8.2.2.4 Meéthode de Newton

Ici, au lieu d’assimiler la courbe 7y = f (z)” a une sécante, on I’assimile a la tangente en
un point (z,, f (xg)) soit, la droite d’équation :

Y = f(@n) + f (zn) (z — z0) .

Son intersection avec 'axe des abscisses fournit une approximation de la solution .
A nouveau, on renouvelle le procédé jusqu’a obtenir une approximation suffisante, d’ou
I’algorithme :
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FIGURE 8.2 — Méthode de Newton

Algorithme 8.3 z étant donné

Pour n=0,1,2,...

Tpt+l = Tn — ]{/((ZZ))

Remarque 8.3 Cet algorithme est initié & I'aide d’un seul point. Il peut étre vu comme

une modification de 1’algorithme précédent ou le quotient % a été remplacé par

W. Nous verrons plus loin qu’il donne lieu & une convergence beaucoup plus rapide.
n

8.2.2.5 Meéthode de point fixe

Elle consiste a d’abord remplacer ’équation

(x) fz)=0
par une équation
(#x) g(z) =2

ayant les mémes solutions. On est ainsi ramené & la recherche des points fixes de ’appli-
cation g. Le remplacement de (%) par (xx) est toujours possible en posant, par exemple,
g (z) = f(z) + z. Ce n’est évidemment pas forcément le meilleur choix!

Exemple 8.3 Pour ’équation

22— —-2=0
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on peut prendre

g(z) = -2
g(z) = V24=x
2
= 1 —_
g(z) + -
2
-2
g(z) = x—ipour tout parametre m # 0.
m

I’équation étant sous la forme (#x*), on a alors I’algorithme suivant :
Algorithme 8.4 On choisit zg

Pour n=0,1,2,...
Tpt1 = g (Tn) -

Cette méthode est justifiée par la :

Proposition 8.1 Soit g : [a,b] — [a,b] continue et xo € [a,b]. Si x, converge vers Too,
alors

Lo :g(xoo)'

La démonstration est immédiate en passant a la limite dans Iégalité z,+1 = g (z,) et en
utilisant la continuité de g au point .

Une difficulté majeure dans l'algorithme 8.4 est qu’il peut arriver qu’on ne puisse calculer
g (xy,). Il suffit de penser a ce qui se passe lorsque g (z) = —y/x!

Remarque 8.4 Il peut étre intéressant de construire graphiquement les valeurs successives
de z,, dans certains cas : prenons g (z) = v/2 + = comme dans I’exemple 8.3 :

On utilise la premiére bissectrice pour reporter les valeurs successives de x,. On peut se
convaincre a l'aide de ce type de construction que certains points fixes ne sont jamais
atteints par l’algorithme 8.4 (cf Figure 8.4 ci aprés) :

Exemple 8.4 g(x) = 22 Si zg est choisi & gauche de 1, la suite z,, converge vers le point
fixe 0. Si xg est choisi & droite de 1, la suite x, tend vers l'infini. A moins de choisir
exactement o = 1, on voit que la suite ne converge jamais vers 1 : c’est un point fixe
instable. On y reviendra dans le paragraphe suivant.

Cet exemple met par ailleurs en évidence l'influence du choix de x sur le comportement
de z,.

8.2.3 Convergence des algorithmes

8.2.3.1 Meéthodes de point fixe

Commencons par traiter le cas du point fixe qui est fondamental d’'un point de vue théo-
rique.
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y=X

FIGURE 8.3 — Méthode de point fixe pour g(z) = & + 2

FIGURE 8.4 — Méthode de point fixe pour g(z) = 22

Théoréme 8.1 Soit g : [a,b] — [a,b] dérivable et telle que
|9/ (@)| < K Vz €[a,b] avec0 < K <1 (8.3)
Alors, pour tout xy € [a,b], la suite définie par

Tny1 =g () Vn €N
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converge vers l'unique point fize de g.

Démonstration : Notons d’abord que la suite est définie pout tout n puisque
Vz € [a, b g(z) € la,b] .

La fonction g a un point fixe et un seul dans U'intervalle [a, b], car la fonction h (z) = g (z)—=z
vérifie :

(i) h est continue sur [a, b]

(i) M (z) =¢' (r) =1 <k —1 <0, donc h est strictement monotone

(iii) h(a) = g (a) —a > 0 puisque g (a) € [a, b]

(iv) h(b) = g (b) — b > 0 puisque g (b) € [a,b] .

Soit T+ ce point fixe, on a :

Tnt1 = Too = G (Tn) = 9 (To0) = ¢ (Cn) (0 — Too)
ou ¢, € [a,b], d’apres le théoréme des accroissements finis. Ainsi, en utilisant (8.3), on a :
|Zpt1 — Too| < K |2 — Tool s (8.4)
et par récurrence,
[Ty, — Too| < K™ |20 — Too| Vn.
Puisque 0 < K < 1, ceci prouve que limy, o0 |2y — Zoo| = 0.

Remarque 8.5 Quand une suite x,, converge vers xo, selon la relation (8.4), on dit que
la convergence est au moins linéaire. Plus généralement, on définit :

Définition 8.1 Soit z, une suite convergeant vers Too. S’il existe un nombre p et une
constante C' #£ 0 tels que

lim 7‘%1“ ~ Tool =C

n—00 [Ty — Too ’p ’

on dit que la convergence est d’ordre p; C est la constante d’erreur asymptotique.

S’il existe une constante C' et un réel positif p tel que
|Tp1 — Zoo| < C'lay — xoo‘p

pour tout n assez grand, on dit que la convergence est au moins d’ordre p.

Remarque 8.6 La convergence vers 0 de a,, —b,, dans I’algorithme 8.1 (la dichotomie) est
linéaire.

Remarque 8.7 Il est clair qu'une convergence est d’autant plus rapide que son ordre est
grand. En effet, si |z, — x| est petit, |z, — $oo|2 est encore plus petit!...

La notion de vitesse de convergence est évidemment essentielle en analyse numérique : afin
de diminuer le temps de calcul (et donc le cotut!), toutes choses étant égales par ailleurs, on
choisira toujours l'algorithme convergeant le plus rapidement. Cependant, il est bien rare
que "toutes les choses soient égales par ailleurs". Voir le paragraphe suivant & ce propos.
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8.2.3.2 Meéthode de Newton

Revenons un instant a la méthode du point fixe. D’aprés la formule de Taylor ' a Iordre 2,
on a, en supposant g suffisamment réguliére :

1
Tptl — Too = 9(Tn) — 9(Too) = (T — SUoo)g/ (Too) + §($n - $00)29” (Cn)
ol (p, € [Ty, Too|. Pour n grand, on a donc
Tp4+l — Too = (.CCn - :Uoo)g’ (xOO)

et la vitesse de convergence sera d’autant plus grande que ¢’ (z) est plus petit. Le cas le
plus favorable est celui ol ¢’ (x) = 0. Si My est majorant de g” (x) sur [a,b], on a alors :

My
|$n+1 - ‘Too| < 7 |xn - xoo|2 .

La convergence est alors au moins d’ordre 2!

Si on revient & Palgorithme 8.3 de Newton, on voit qu’il s’agit en fait d’un algorithme de

point fixe pour la fonction g () = = — ;((Z))' La dérivée de g est donnée par :

L P@ @@ @@
SO=1=Fn T R @

Si f' (z) # 0, on a alors, puisque f () =0 :

g (z50) = 0.

Ceci montre que la méthode de Newton converge de facon quadratique...si elle converge!
Pour s’assurer de sa convergence, on peut essayer d’appliquer & g le Théoreme 8.1. 1l est
clair que ’hypothése (8.3) est vérifiée sur un voisinage suffisamment petit de zo (puisque
d' (o0) = 0 et on suppose ¢’ continue). L’hypothése plus difficile & vérifier est que g envoie
un voisinage [a, b] de zo, dans lui-méme. On a en fait le résultat suivant :

Théoréme 8.2 Soit f deuz fois continument différentiable sur un intervalle ouvert de
centre oo VETifiant :

f(2o0) =0, f' (200) # 0.

Alors, si xg est choisi assez prés de Too, la méthode de Newton :

Tpyl = Ty — }f,(g;)) Yn >0

produit une suite x,, convergeant au moins quadratiquement vers Too.
Avant de démontrer ceci, faisons quelques remarques :

Remarque 8.8 Toute ’ambiguité dans ce résultat provient de ”si xg est choisi assez pres
de z,” : en effet, dans la pratique, il n’y a généralement aucun moyen de savoir dans quelle
mesure xg est assez voisin de To.
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FI1GURE 8.5 — Divergence dans la méthode de Newton.

C’est un des inconvénients de la méthode de Newton : une initialisation faite au hasard
conduit souvent a une divergence. Ceci est suggéré par la Figure 8.5.

Remarque 8.9 L’hypotheése [’ (24) # 0 est naturelle : étant donné le calcul du quotient
]{,(éz)), des valeurs petites de f’ (x,,) conduisent & une perte de précision. Si f/ (z) =0, il
se peut cependant que la méthode converge, mais en général la convergence sera au plus

linéaire.

Exemple : f (z) = 22
Tpt1 =T —f(xn):}x ;
S ) 2

ici x,, converge linéairement vers 0.

Remarque 8.10 Afin de lever I'incertitude de I'initialisation dans la méthode de Newton,
on peut utiliser des théorémes plus globaux comme celui assurant la convergence dés que
xo € [a,b] si f:[a,b] = R est deux fois continuement différentiable et :

i) fa) f(b) <0
i) f/(ze0) # 0 Va € [a,b)
iii) f’(x) >0 (<0) Va € [a,b]

U@ e
W) (pay <b-a gy <b-a

Démonstration du Théoréme 8.2 :
Nous allons montrer qu’il existe € > 0 tel que la fonction

L f@
1= )

satisfasse les hypotheéses du Théoréme 8.1 dans Uintervalle [xo — €, 200 + €]

On a:
f (@) f" (z)

70 ="

1. voir Section 1.7.1
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Puisque f/ (zo0) # 0, il existe £; tel que :
Vo € [xoo _517xoo+51]7 f,(.%') 7& 0.

Il en résulte que ¢’ est continue sur cet intervalle. Puisque ¢’ (o) = 0, il existe g2 < &7 tel
que :

<1.

N =

Vo € [xoo_527xoo+52]7 g/(x)‘ <

Par ailleurs, d’aprés le théoréme des accroissements finis ? :

19 (2) = g (200)| < |2 — Too| max |g' (Q)] < = |2 — Bool, 81 |7 — 20| < £

€lz,ro0]

N =

puisque ¢ (Too) = Too, CeCl prouve que g envoie [Too — €2, Too + €2] dans lui-méme
(|t — 20| < €2 = |g(z) — Too| < €2). D’apres le Théoréme 8.1 appliqué & g avec a =
Too — €2, b = To + €2, la suite définie par

o € [Too —E€2,Too + 2]
[ (xn)

converge Vers Zo. Les considérations faites précédemment montrent que la convergence est
quadratique, le seul point & vérifier étant le comportement de la dérivée seconde de g. Or,
on vérifie que

Tnt1 = g(Tn) =2 —

_ f// (:L.oo)

(7o)
Si f est deux fois continument dérivable, ¢” est bornée sur un voisinage de z et on peut
directement appliquer les remarques précédentes.

9" (o)

8.2.3.3 Meéthode de la sécante

L’algorithme 8.2 correspondant est défini par :

Tp — Tp—1 o xn—lf (xn) - xnf<xn—1)

f(xn) - f(xn—l) B f(l’n) - f(xn—l)

Tpg1 = Tp — [ (24)

soit encore

(l'nfl - l'oo) f (:L'n) - (xn - xoo) f(xnfl)

Tl T e = F(@n) — f (2n1)

et, en utilisant f (zs) =0

f(xn)*f(woo) _ f(xn—l)ff(woo)

Tn—Loo Tn—1—"Too

f(xn) - f(xn—l)

Tp4+1 — LToo = (mn - xoo) («Tn—l - xoo)

2. voir Section 2.6.2
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Utilisant les notations standard des différences divisées, voir aussi (2.6), (2.7) soit :

flzl © =f(x)
o) + =1W=I@ _JWI-/[
y—x y—z
fla,z,y] : = f[:vay]:f[a,m], cte..
y—a

la formule ci-dessus s’écrit :

f [ﬂjn—la Loy xn]
f [Jf'n—la Jf'n]

Tptl — Too = (Tn — Too) (Tn—1 — Too) (8.5)

D’aprés le théoréme des accroissements finis 3

f [$n71>$n] = f, (Cn) ou Cn € [xnflal‘n] . (86)

Nous avons vu au Lemme 2.1 que :
1 1! N o .
flrn—1,%To0, Tn] = if (nn) ou my, € plus petit intervalle contenant z,_1, Ty, Too. (8.7)

Si on suppose que z,, prend ses valeurs dans un intervalle J sur lequel :

veeJ | ()] <M, |f (z)] =m >0, (8.8)
d’aprés (8.5), (8.6), (8.7) et en posant :
en = |Tn — Tool,
on a: LM
Cnt1 = Cnlnn-1, Cn < 5o (8.9)
(et limy, 00 ¢y = %]}/,l((f;’:)) d’apres ce qui suit). Si f est deux fois continument dérivable

sur un intervalle [T — @, Too + @] €t si f' (Zoo) # 0, on montre, comme dans le cas de la
méthode de Newton qu'il existe J = [Too — €,%00 + €] (0 < & < ) et M, m > 0 tel que
(8.8) soit verifie. Quitte a resteindre encore €, en utilisant (8.9), on montre que si z¢ € J,
alors x,, appartient & J pour tout n, ceci par récurrence. Dans ce cas, I’estimation (8.9) est
valable pour tout n. On déduit de cette estimation que e, tend vers 0 et que la convergence
est surlinéaire. En effet, remarquons d’abord qu’on peut se "ramener" au cas C' = 1 dans
(8.9) en posant e, = Ce,. Multipliant alors (8.9) par C, on a

En+1 < (Cen) (C’enfl) = Enfn—1- (8.10)

Soit alors p la racine positive de p> —p — 1 = 0, soit p = (1+2\/5) = 1,618... (le nombre
d’or!) et K = max (50, {/H) Montrons par récurrence que

en < KP". (8.11)

3. voir Section 2.6.2
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Ceci est vrai pour n = 0,1 d’aprés le choix de K. Si c’est vrai jusqu’au rang n, d’aprés
(8.10), on a:

n—1

Engp1 < KP'KP"T = KPR — gt d’apres le choix de p;

donc (8.10) est vrai pour tout n. Ainsi, si on choisit K < 1 (c’est-a-dire xg et 21 suffi-
samment voisins de Z), €, et donc e, tendent vers 0 quand n tend vers Uinfini, d’aprés
(8.11). Cette méme relation (8.11) suggeére que la convergence est au moins d’ordre p. On
le montre (cf. Définition 8.1), en remarquant que (8.10) implique :

1-p
En+1 _ £
o <en Pepo1 = < P ) car p(1—p) = -1

n—1

Ainsi 5 reste inférieur a la suite Y, définie par
n—1
€1
Yl = Tp>
o
1—
Yn+1 = Yn p

qui, comme on le vérifie aisément converge vers 1 puisque |1 — p| < 1.
Donc, pour n assez grand
Ent1 < Ypel < (14¢)eb.

Ceci prouve que la convergence est au moins d’ordre p = 1,618... .

Théoréme 8.3 Soit f deuz fois continument différentiable sur un intervalle ouvert de
centre oo VETifiant :

f(z) =0, f (Too) # 0.

Alors, si xg, x1 sont choisis assez prés de Too, lalgorithme de la sécante défini par :

Tp — Tn—1 Vn > 1

o = ) e )

converge vers Too et la convergence est au moins d’ordre p = 1,618... .

8.2.4 Comparaison des algorithmes

Pour comparer les algorithmes, il est important de tenir compte de la présence ou non des
facteurs suivants :

— assurance de la convergence

— vitesse de la convergence

— stabilité de I’algorithme - précision des résultats

— efficacité des calculs (ex : nombre de fonctions a calculer a chaque itération).

8.2.4.1 Meéthode de dichotomie

Avantages :
— la convergence est assurée
— on a un encadrement de la solution
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— un seul calcul de fonction & chaque itération.

Inconvénients :

— vitesse de convergence linéaire, donc lente

— sensible aux erreurs d’arrondi; exemple : la fonction f(z) =e* —1—x — ””—22 s’annule
théoriquement en x = 0 seulement. Numériquement, elle change de signe un grand
nombre de fois autour de z = 0.

8.2.4.2 Meéthode de Newton

Avantages :

— converge rapidement quand elle converge (ce qui compense largement le dernier incon-
vénient)

— relativement stable et peu sensible aux erreurs d’arrondis si f’ (2 ) n’est pas trop petit.

Inconvénients :

— peut diverger ou converger vers un autre zéro que celui cherché si la donnée initiale est
mal choisie

— nécessite le calcul de la dérivée d’une fonction, ce qui est numériquement difficile si on
ne la connait pas explicitement

— chaque étape nécessite deux évaluations de fonctions.

8.2.4.3 Meéthode de la sécante

Avantages :

— nécessite une seule évaluation de fonction a chaque étape

— convergence relativement rapide, bien que moins que celle de Newton.
Inconvénients :

— comme la méthode de Newton, peut diverger si les données initiales sont mal choisies
— le calcul de f (zy,) — f (zn—1) peut produire des erreurs de chute.

8.2.4.4 Méthode du point fixe

Inconvénients :

— convergence souvent difficile & réaliser en pratique

— certains points fixes -dits instables- ne peuvent étre atteints

— convergence lente de type linéaire, en général.

Conclusion : cette derniére méthode a surtout un interét théorique : son analyse mathéma-
tique est relativement aisée et nous a permis d’en déduire celle de la méthode de Newton
qui en est en fait un cas particulier. En pratique, elle est souvent utilisée dans de tels cas
particuliers. Nous verrons & plusieurs reprises dans la suite qu’elle joue un roéle considérable
pour adapter des algorithmes linéaires & des situations non linéaires. Elle est donc fonda-
mentale en tant que concept. D’autre part, couplée avec des techniques d’accélération de
la convergence (cf. paragraphe suivant), elle peut étre intéressante.

La méthode de Newton a généralement la faveur des utilisateurs : elle est effectivement
trés rapide et est certainement & conseiller lorsque le calcul de f’ est aisé et lorsque des
remarques simples permettent de choisir a coup sir la donnée initiale dans le domaine de
convergence. Pour cela, elle peut étre, par exemple, précédée d’une application de quelques
itérations de la méthode de dichotomie.
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Si on veut une méthode d’application plus universelle, la méthode de la sécante est plutot a
conseiller puisqu’elle nécessite seulement la connaissance de f. Elle est relativement rapide
et ne nécessite qu’une évaluation de fonction a chaque itération. Ce dernier point peut
méme la faire considérer comme plus rapide que la méthode de Newton. En effet, si on
pose :

Up 1= Top,

le passage de u, & Uy nécessite le méme travail qu'une itération de la méthode de Newton.
Mais on a :
P »’
‘Un—i-l - xoo’ < C‘x2n+1 - xoo’ < C‘un - xoo‘ .

Vue ainsi, la méthode est d’ordre p? = 2,618...! Ce genre de considérations n’est pas a
négliger dans une évaluation globale du temps de calcul.

165



166 CHAPITRE 8. RESOLUTION D’EQUATIONS ET SYSTEMES NON LINEAIRES

Terminons par un exemple :

Reésolution de z — 0,2sinx — 0,5 = 0 a l'aide des quatre algorithmes différents

Dichotomie Sécante Newton Point fixe
$_1:0,5 .7}_1:0,5 x():l 560:1
zg=1,0 o =1,0 r=0,2sinx+ 0,5
1 0,75 0,5 0,5 0,50
2 0,625 0,61212248 0,61629718 0,595885
3 0,5625 0,61549349 0,61546820 0,612248
4 0,59375 0,61546816 0,61546816 0,614941
5 0,609375 0,61538219
6 0,6171875 0,61545412
7 0,6132812 0, 61546587
8 0,6152343 0,61546779
9 0,6162109 0,61546810
10 0,6157226 0,61546815

11 0,6154785
12 0,6153564
13 0,6154174
14 0,6154479
15 0,6154532
16 0,61547088
17 0,61546707
18 0,61546897
19 0,615468025
20 0,615468502

Cet exemple confirme les remarques générales. La méthode de Newton est la plus rapide.
Ici, la méthode de la sécante ’est presque autant. Les deux autres sont de type linéaire :
celle du point fixe est plus rapide ce qui est cohérent avec le fait que son taux de convergence
est

d
— (0.2si 0.5)] =0.2
max dx( sinz + 0.5)

au lieu de 0.5 pour la premiére.

8.2.5 Accélération de la convergence

D’une maniére générale, étant donnée une suite x,, convergeant vers o, accélérer sa conver-
7 ?
gence consisite a la remplacer par une suite Z,, convergeant plus vite vers xoo, ¢’est-a-dire

vérifiant :
. /x\n — Too
lim — =0.
n—00 Ty — Lo

Par exemple, si x,, converge linéairement, on cherchera a construire 7, convergeant qua-
dratiquement.
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8.2.5.1 Meéthode de relaxation

Elle est basée sur une idée trés simple. Considérons une méthode de point fixe x,, 41 = g(zy)
qui ne converge pas ou trés lentement vers un point fixe x*. L’équation qu’on cherche a
résoudre x = g(z) peut également s’écrire

ar +x = g(x) + ax (8.12)

et ce pour tout a réel. L’écriture de 1’équation sous la forme (8.12) suggére d’utiliser une
nouvelle méthode de point fixe :

g(zn) + ax,

L = ). (8.13)

Tn+1 =
Maintenant, d’aprés le Théoreme 8.1, cette méthode (8.13) va converger (en choisissant
d’initialiser assez prés de la solution) dés que

g(z*) +a

<1
a+1

|G’ (")| =

g @) +a
+1
libre de choisir le paramétre a (qui s’appelle ici paramétre de relaxation), l'idée est
de le prendre le plus proche possible de —¢'(x*). Bien sir, la valeur exacte de ¢'(z*)
n’est en général pas connue, mais par encadrement on peut en avoir des valeurs aprochées
convenables, qu’on peut d’ailleurs réactualiser éventuellement au cours des itérations. En
conclusion cette méthode est trés simple d’utilisation et peut rendre de précieux services.

et ce d’autant plus rapidement que est petit. Comme on est parfaitement

8.2.5.2 Méthode du A? d’Aitken

Afin d’illustrer la méthode, commencons par considérer une suite x,, convergeant vers T
et telle que :
Tnt1 — Too = k (Tn — Too) 0U 0 < k < 1.

Les nombres k et xo, peuvent étre exprimés en fonction des valeurs de la suite =, & 'aide
des deux équations :

I+l — Too = k (In - ono) )
Tnt2 — Too = k(Tpy1 — Too) -
On obtient par différence :
Tnt2 = Tnt1 = Kk (Tnt1 — Tn),
et en substituant dans la premiére équation mise sous la forme

Tp4+1 — Tn

Sl e

on a : )
($n+1 - xn)

Tnt2 + Tn — 2Tp41

Loog = T —
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En utilisant les notations des différences finies, soit

Arp, = Tpi1— 1,

Azxn = Axn—l—l - Al‘n = ($n+2 - xn—i—l) - (xn—l—l - xn) ,

ceci s’écrit encore :

(Azy)?

AZx,
La méthode tire son nom de cette formule. Elle montre ici que la limite 2o, cherchée peut
étre exactement connue a 'aide de T,4+2, Tnt1, et zn ; 7 quelconque.
L’idée d’Aitken est de généraliser cette remarque aux suites convergeant linéairement c’est-
a-dire telles que :

Toog — T —

Tpil — Too = kn (ajn - xoo)

avec
lim k, =k €0,1].

n—oo

Pour une telle suite, le coefficient k,, est "presque" constant si n est grand et on peut alors
faire le calcul précédent pour se convaincre que :

R (Aa:n)2

Tn = T TN

doit étre trés voisin de xs,. On a en effet :
Théoréme 8.4 Soit une suite x, vérifiant pour tout entier n, Tp # Too €l Tpil — Too =

(k+en) (Tn — Too) avec 0 < |k| < 1 et limy, o0 €, = 0. Alors la suite définie par :

R (Amn)Q
Tp = Ty — Ao,

vérifie :
. Tp — Too
lim —— =0.
n—00 Ty — Too

Démonstration : Posons e, = £, — Too. On a :
A%, = enio—2eni1 +en =en [(k+ent1) (k+en) —2(k+en) +1]
= e, [(k — 1)2 + nn} ou Ny =k (ent1 + €n) + Ent16n — 26n.

Puisque 7, tend vers 0 et e, # 0, A%z, est différent de 0 pour n grand et Z,, est donc bien
défini au moins pour n assez grand. D’autre part

k—1+¢,)°
B — Too = €4 1_¥
(k‘*l) +

Mais I’expression entre crochets tend vers 0 quand n tend vers 'infini ce qui prouve le
résultat.
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Application : Algorithme de Steffensen Soit =, définie par :
Tpy1 =g () YR >0

ou g et xg vérifient les hypothéses du théoréme 8.1. On sait qu’alors z,, converge au moins
linéairement vers ... On peut accélérer cette convergence en utilisant la méthode de A2
d’Aitken. Il est alors plus efficace de repartir avec la nouvelle valeur T,, a chaque nouvelle
itération. Ceci donne I’algorithme suivant dit de Steffensen.

Algorithme 8.5 z( donné

Pour n=0,1,2,...
Yn =9 (Tn), 2n 1=y (3/712)
(yn - xn)

Tpi1 =Ty — ————
" " Zn — 2Yn + Ty

Remarque 8.11 Cet algorithme est & nouveau un algorithme de point fixe

Tnt1 = ¢ (x,) avec

@
v = e ) @)t

On peut montrer que si ¢’ (xoo) # 0, alors ¢ (o) = 0. On sait qu’alors algorithme associé
a ¢ converge de fagcon quadratique. Ainsi, par rapport a I'algorithme associé a g :

— on accélére la convergence quand elle a lieu

— on a un procédé convergeant, méme si |¢' (zo0)| > 1.

Exemple 8.5 Nous avons vu que si g (z) = 22, la suite définie par
Tn+1 = -T%L

converge si |zg| < 1 vers le point fixe 0. Le point fixe 1 n’est jamais atteint (sauf dans le cas
irréaliste on zg est exactement égal & 1). Ceci est cohérent avec le fait que ¢’ (1) =2 > 1.
Calculons la fonction ¢ dans ce cas :

2 . \2 200 1\2
S P Gtk Ml ik
zt =222+ z(x—1)(22+2—-1)
w()_l‘(w2+x—1)—x($—1)_ z3 _ z3
= ?+r+1 224z —1 (z—r1)(z—ro)
X —-14++5
on Ty = .

Puisque ¢ (z) ~ 23 pour z voisin de 0, si zg est choisi assez petit, la suite z,, se comportera,
sensiblement comme :
3
Yn+1 = Yna

d’olt convergence d’ordre 3 vers 0.
Si g est choisi voisin de 1, puisque ¢’ (1) = 0 et ¢” (1) # 0, la suite associée a v converge
de facon quadratique vers 1. Ici, il y a donc un gain considérable par rapport a g.
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Remarque 8.12 II faut noter que, si 'algorithme 8.5 converge plus vite que celui associé
a g, chaque itération comporte deux évaluations de la fonction : on y met le prix. Ainsi,
une comparaison plus juste consiste & mettre sur le méme plan la suite x, définie par
Palgorithme 8.5 et la suite Y;, définie par :

Yir1=9(@(Ya), Yo=1

ou chaque itération comporte aussi deux évaluations de g. Dans ’exemple précédent, on a
Y11 = Y} qui, au voisinage de 0, est d’ordre 4 et donc meilleure que celle donnée par v
qui est d’ordre 3. Bien str, on a dans ce cas ¢’ (z) = 0!

Remarque 8.13 D’une maniére générale, il est illusoire d’espérer obtenir des méthodes
convergeant plus rapidement sans alourdir le travail & chaque itération, soit en augmentant
le nombre d’évaluation de fonctions, soit en évaluant plus de dérivées. Signalons par exemple
l’algorithme de Richmond d’ordre 3 pour résoudre f (x) = x donné par :

f! (xn)2 — f(xn) 1" (zn)

Cet algorithme parfois utilisé converge bien sir rapidement, mais nécessite I’évaluation de
f, f', f" a chaque étape.

Tp41 = Tn —

Théoriquement, il est presque toujours possible d’imaginer des méthodes d’ordre aussi élevé
qu’on veut. Du point de vue pratique, elles sont le plus souvent irréalistes. D’autre part,
il faut se convaincre qu'une méthode d’ordre 2 est déja trés rapide et qu’en général, il est
pratiquement difficile de faire mieux. On peut se reporter a I’exemple traité précédemment :
en 4 itérations, la méthode de Newton donne le résultat avec 8 chiffres significatifs! Un
numéricien raisonnable s’en contentera.

8.3 Systémes d’équations non linéaires

Reprenons les méthodes étudiées au paragraphe 8.2. Il est clair que la méthode de dicho-
tomie n’a aucun sens en dimension N > 2. En revanche, les trois autres méthodes peuvent
s’adapter au cas d’une fonction F : RY — RN Passons rapidement sur les méthodes de
point fixe qui nécessitent que le systéme d’équations a résoudre soit écrit sous la forme

ry =  gi(z1,22,...,2N)
ro = 92<$1,$2,...,x1\[) (8 14)
N = gN(ml,mg,...,xN) .

Il est assez rare que la méthode de point fixe écrite a partir du systéme (8.14) converge, les
conditions de convergence étant plus difficiles & réaliser qu’en dimension un. Il faut en effet
que pour une certaine norme matricielle (voir chapitre 6), la norme de la matrice Jacobienne
de F soit strictement inférieure & 1 au point recherché. On peut bien sir envisager des
méthodes d’accélération de convergence comme au paragraphe 8.2.5. Nous faisons le choix
de présenter plutot ici la méthode généralisant la méthode de Newton.
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8.3.1 La méthode de Newton-Raphson

Considérons un systéme d’équations s’écrivant F'(X) = 0 ou encore, de fagon développée

fl(l‘l,l‘Q,...,{L‘N) =0
fg(l’l,xg,...,x]v) =0
} (8.15)
fN(xl,:z:g,...,xN) =0.
La généralisation naturelle de la formule de Newton unidimensionnelle
T+l = Tn — (f/(xn))_lf($n)
fait intervenir la matrice Jacobienne de F :
on  on Of1
o1 Oz e oxr N
F(X)=1 + + -~ (8.16)
ofn  Ofn ofn
ox1 Oxo T orn

toutes les dérivées partielles étant évaluées au point X,,. La méthode de Newton-Raphson
s’écrit donc formellement

Xpi1 =X, — [FI(X,)]'F(X,,) . (8.17)

Le second membre de (8.17) est parfaitement défini car on effectue le produit d’une matrice
N x N par un vecteur de RY. Dans la pratique, on ne calcule pas explicitement 'inverse
de la matrice Jacobienne, ce qui s’avérerait trop cotiteux, et on préfére écrire ’algorithme
sous la forme suivante :

Algorithme 8.6 (Newton-Raphson)

Xo donné ,pour n =0,1,..., test d’arrét , faire
Résolution du systéme linéaire F'(X,,)d, = —F(X,,)
Xn+1 = Xn + 5n

Remarque 8.14 Encore plus qu’en dimension 1, le choix de l'initialisation est crucial et
le risque de divergence, si on ne démarre pas a proximité de la solution cherchée, est grand.

Remarque 8.15 La convergence est 14 aussi d’ordre 2, donc trés rapide (quand il y a
convergence !)

Remarque 8.16 Dans le cas des systémes de grande dimension, la méthode de Newton-
Raphson s’avére assez colteuse puisqu'il faut évaluer a chaque itération N2 + N fonctions
(les N2 dérivées partielles de la matrice Jacobienne, plus les N fonctions coordonnées). De
plus, il y a un systéme linéaire N x N (dont la matrice est en général pleine) a résoudre.
Pour pallier le premier inconvénient, il est fréquent qu’on ne recalcule pas la matrice Jaco-
bienne a chaque itération, mais seulement de temps en temps. Bien str, a ce moment-1a,
la convergence n’est plus quadratique, mais en temps de calcul il arrive qu’on y gagne
beaucoup, en particulier quand les dérivées de F' sont trés cotteuses & calculer.
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8.3.2 Meéthodes de type quasi-Newton

Il existe des méthodes pour les systémes, dans l'esprit de la méthode de la sécante, qui
approchent en un certain sens la résolution du systéme linéaire apparaissant a chaque étape.
Ces méthodes sont appelées méthodes quasi-Newton. Citons par exemple la méthode de
Broyden. Son principe est le suivant. A la i-éme itération, on va chercher & approcher la
matrice Jacobienne de F' qui intervient dans l’algorithme de Newton-Raphson, par une
matrice B;. Pour étre consistant, on va imposant que B; satisfasse

Bi(Xi — Xi_1) = F(X;) — F(Xi_1). (8.18)
Alors, on chosira X1 tel que B;(X;+1—X;) = —F(X;) comme dans la formule de Newton.

Cette condition (8.18) ne définit évidemment pas B; de fagon unique, car elle n’impose
une condition que dans une direction.L’idée de Broyden est d’actualiser les matrices B; en
faisant le moins de changements possibles, ce qui peut étre réalisé en rajoutant juste une
matrice de rang 1 & B; pour obtenir B;11. Plus précisément, en notant 60.X; = X;41 — X;
et 0F; = F(X;41) — F(X;, on obtient B;+1 & partir de B; par la formule

(0F; — B;.6X;) Q 6X;
5X;.0X;

Bi+1 — Bz’ + (819)

oil le produit tensoriel de deux vecteurs U et V est la matrice UV" de terme général u,v;.

8.4 Exercices du chapitre 8

Exercice 8.1 Etudier la convergence des méthodes de point fixe suivantes (on cherche a
approcher \/5) Appliquer des méthodes d’accélération de la convergence pour rendre ces
algorithmes convergents quand ils ne convergent pas ou plus rapides quand ils convergent.

2
Tn+l = 4
1 2
Tny1 = 5 (Tn + 7))
2
Tptl = 2Xp — Zn

Tn+1 = %(25En+ %)

Exercice 8.2 Pour les fonctions suivantes, trouver un algorithme de point fixe (autre que
la méthode de Newton!) qui converge vers le plus petit zéro positif de

l.23—2z—1=0
2. x—tanx =0

3. e T —cosx=0.

Exercice 8.3 Trouver les racines des polynémes suivants
z* — 56,1012 + 785, 656122 — 72, 7856 + 0,078

27 — 2820 + 3222° — 19602 + 67692 — Ax? + 130682 — 5040
avec A = 13132, puis A = 13133.
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Exercice 8.4 En utilisant la formule de Taylor, imaginer un algorithme modifiant la mé-
thode de Newton et assurant une convergence quadratique dans le cas d’une racine multiple

de f.
Exercice 8.5 Vérifier que la suite de matrices B; définies par (8.19) vérifie bien la condi-
tion (8.18).
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8.5 TDS8 : recherche de zéros de fonctions & une ou plusieurs
variables

Exercice 1 : Recherche d’un zéro. On souhaite résoudre I’équation non linéaire f(z) = 0
sur ]0; +00], ou f est définie par

f(z) := 2® —sin(z). (8.20)

1. Donner graphiquement une approximation du zéro strictement positif de f.

2. Imaginer et programmer une méthode de point fixe. Converge-t-elle? En combien
d’itérations ?

3. Maintenant, programmez la méthode de Newton. Que remarquez-vous au niveau de

la convergence ? Jouez avec la valeur de zg, initialisation de Newton. Converge-t-elle
toujours ?

4. Programmer maintenant la méthode de la sécante. Comparer son comportement aux
deux précédentes méthodes. Quelle conclusion tirez-vous de cela ?

Exercice 2
Soit F' la fonction suivante :

R3 — R3
7. T 4023 — 12222 — 162y + 502 — 4y + 22
' y | — | =822 —4x 450y — 42— 10
z 423 — 122%2 + 22 — 4y — 8z — 24

Le but de cet exercice est de trouver un zéro de F', par trois méthodes :
1. Soit ¢ définie par :

¢($,y, Z) = fl(xa Y, Z)2 + fQ(xa Y, Z)2 + f3(l‘,y, Z)2

Ou f1, f2, f3 sont les fonctions composantes de F'. Rechercher a I'aide de la fonction Matlab
fminsearch un minimum de ¢. Est-ce un zéro de F'?
2. Programmer la méthode de Newton pour F (il faudra calculer la matrice jacobienne de

/)

3. Utiliser la fonction fsolve de Matlab.



Chapitre 9

Eléments sur 'optimisation : aspects
théoriques et numériques

9.1 Aspects théoriques

9.1.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre au probléme du type suivant : "trouver le minimum d’une
fonction avec ou sans contrainte(s)". D’un point de vue mathématique, le probléme se
formule de la facon suivante :

min J(x).

L’espace sur lequel s’effectue la minimisation peut étre un sous-espace C' de R" ce qui
permet de considérer des contraintes. Le probléme peut étre également posé en dimension
infinie. il s’agit dans ce cas de minimiser une fonctionnelle J sur un espace vectoriel de di-
mension infinie (un espace hilbertien par exemple mais non exclusivement). Toutefois, nous
adopterons, dans ce cours élémentaire, le point de vue qui consiste a traiter des problémes
d’optimisation en dimension finie. La raison principale est, qu’en pratique, on discrétise un
probléme continu, ce qui consiste a faire une projection sur un espace de dimension finie.
En plus d’introduire les notations et notions de ’optimisation, nous donnons également
quelques résultats théoriques sur I'optimisation sans ou avec contraintes. Remarquons que
— maximiser J est équivalent & minimiser —J,

— il est important de distinguer entre minimum local et global.

9.1.2 Reésultats d’existence

La plupart des théorémes d’existence de minimum sont des variantes du théoréme classique
suivant : une fonction continue sur un compact admet un minimum. Commengons par le
théoréme suivant.

Théoréme 9.1 Soit J une fonction continue sur un sous-ensemble C' fermé de R™. On
suppose que
— ou bien C est borné,

~ ou bien C' est non borné et | ”lim J(x) = 400 (on dit alors que J est coercive),
X||—+00
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alors J posséde un minimum sur C.

Preuve.

sii) a lieu C est compact et la conclusion est alors évidente.

Si ii) a lieu on peut par exemple prouver le résultat comme suit. Soit (z,) une suite
minimisante pour J, c’est & dire une suite telle que

J(xn) — inf J(z). (9.1)

n—oo zeC

Puisque J est coercive, on vérifie que (x,) est bornée et on peut donc en extraire une
sous suite (zp,) qui converge vers un certain élément z*. Puisque J est continue, J(zp, )
converge vers J(z*). On déduit alors de (9.1) que J(2*) = infzec J(z). O

9.1.3 Convexité

La convexité joue un role extrémement important en optimisation. Donnons quelques dé-
finitions.

Définition 9.1 Un ensemble C est dit convexe si, pour tous points X ety de C, le segment
[x;y] est inclus dans C, i.e., Vt € [0;1], tx + (1 — t)y est un point de C. Une fonction J
définie sur un ensemble convere C' est dite convezxe si

V(x,y) eC xC, Vtel[0;1], J(tx+ (1—-1t)y)<tJ(x)+ (1—-1)J(y).
La fonction est dite strictement conveze si
Vix,y) eCxC, x#£y, Vte|o;1], Jitx+(1—-t)y) <tJ(x)+ (1—-1t)J(y).

Lorsqu’une fonction convexe est dérivable, la caractérisation suivante sera utile.

Proposition 9.1 Soit J une fonction différentiable définie sur un convexe C de R™, alors
J est conveze si et seulement si

V(x,y) eCxC, VJx)-(y—x)<J(y)—J(x).

Preuve.
e Soit J convexe. On considere § € [0, 1], et 2,y € C. Puisque C est convexe z+6(y—z) € C
et en utilisant la convexité de J il vient : J(z +0(y —x)) < (1 —0)J(x) + 6J(y). D’ou :

J(x+0(y—x)) —J(a:).

J(y) = J(x) = J

(9.2)

On conclut alors en faisant tendre 6 vers 0 dans (9.2).
e Réciproquement, on part des deux inégalités :

Jy) = Jy+0z—y)—0J(y+0(x—y)(r—y)
J@) > Jy+0(x—y)+1-0)J(y+0x—y))(z—y).

En combinant ces deux inégalités on obtient : J(x + (1 — )y) < 6J(x) + (1 — 0)J(y), ce
qui établit la convexité. O
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Remarque 9.1 On a une caractérisation similaire pour les fonctions strictement conveze :
remplacer conveze par strictement conveze et l'inégalité large par une inégalité stricte dans
la proposition 9.1. Toutefois le premier sens de la preuve ne peut pas étre directement
adapté. En effet, si on ['obtient bien (9.2) avec une inégalité stricte, cette derniére n’est pas
nécéssairement conservée lorsque 0 tend vers 0.

Le résultat suivant montre I'impact de la convexité dans les problémes d’optimisation.

Proposition 9.2 Soit J une fonction convexe définie sur un ensemble convexe C. Alors,
— tout minimum local de J sur C' est un minimum global,
— st J est strictement conveze, il y a au plus un minimum global.

Preuve.
i) Soit ¢ € C' un minimum local, i.e. il existe r > 0 tel que B := B(xo,7) C C et

Vee B J(x)> J(xo). (9.3)
Soit y € C'. On considére g définie par
g(t) = J(ty + (1 — t)xo). (9-4)

Soit z = 0B N [zy]. Il existe € € [0,1] tel que z = ey + (1 — €)zp. La relation (9.3) implique
que
vVt € [0,¢] g(t) > J(zo).

En utilisant cette derniére inégalité et le caractére convexe de J nous obtenons :
vt € [0,e]  J(wo) < g(t) <tJ(y)+ (1 —1)J(x0),

d’ou : t(J(y) — J(xg)) >0 Vt € [0,€, et en prenant t = € on obtient J(y) > J(zo).

ii) Soit J strictement convexe. On suppose que J admet deux minimums globaux distincts
x,y. Soit alors ¢ €]0,1[ et z = tz + (1 — t)y. On aboutit a la contradiction suivante :
J(z) <tJ(z)+ (1 —1t)J(y) = minc J O

9.1.4 Conditions d’optimalité

Nous supposons dans tout ce paragraphe que J est un ou deux fois différentiable. On notera
x* un minimum (local) de J.

Ce qui suit reste valable dans le cas ot le minimum x* se trouve a I'intérieur de I’ensemble
des contraintes. Nous donnons les conditions nécessaires de minimum, puis celles suffisantes.

Théoréme 9.2 (Conditions nécessaires) Les deuz conditions nécessaires sont les sui-

vantes

— Condition au premier ordre : si J est différentiable en x*, on a VJ(x*) =0,

— Condition au second ordre : si J est deux fois différentiable au point x*, alors la forme
quadratique D?J(x*) est positive i.e.

(D*J(x*)y,y) =0,

N 2 * . . s . . 9%J *
ot D*J(x*) est la matrice hessienne, définie par les coefficients 30,0, (x*).
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Preuve.
i) on considére un développement limité & ’ordre un en x* :

J(@* +h)=J(@)+VJ(z")h+ ||h||E(z"; h).
Soit t > 0. On choisit h = —tV.J(z*) et on pose a = ||[VJ(z*)]|. Il vient
J(z* 4 h) = J(z*) — ta® + taE(z*; h).

Supposons que « > 0. Puisque E(z*;h) o 0 on verifie alors qu’il existe t* > 0 tel que
ﬁ

Vi <t*:  J(@*+ h) < J(x*). Ceci indique que z* n’est pas un minimum. Ainsi il est
nécéssaire que a = 0.

ii) Supposons qu'il existe y € R™,y # 0 tel que a := (D?J(x*)y,y) < 0. On considére un
développement limité & I’ordre deux en x* :

1
J(x* +ty) = J(x*)§t2a + t2a?a By (x*; ty).

Puisque Fo(z*;ty) t—>0 0, on vérifie qu'il existe t* > 0 tel que Vt € [0,t*] :  J(z* +ty) <
4>

J(x*). Ceci indique que z* n’est pas un minimum. Ainsi il est nécéssaire que D?J(x*) soit
positive. O

Nous énoncons a présent des conditions nécéssaires et suffisantes pour qu’un point x* soit
un minimum, dans le cas ou J est suffisamment réguliére.

Théoréme 9.3 Conditions suffisantes.

Soit J une fonction de classe C' définie sur R™. On suppose que : V.J(x*) = 0 et que J est

deuz fois différentiable en x*.

Alors, x* est un minimum (local) de J si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée

i) D2J(x*) est définie positive,

i) 3r > 0 tel que J est deux fois différentiable sur B(x*,r) et, la forme quadratique D*J(x)
est positive pour tout x € B(z*, 1)

Dans le cas ou J est convexe, la condition suffisante s’exprime beaucoup plus facilement.
En effet, nous avons la

Proposition 9.3 Soit J une fonction conveze de classe Ct, définie sur R™ et x* un point
de R™. Alors, x* est un minimum (global) de J si et seulement si VJ(x*) = 0.

Preuve.
11 suffit de montrer que la condition est suffisante. Soit y quelconque. D’apres la proposition
9.1 nous avons :

J(y) = J(z*) > VJ(z")(y —z*) =0,

ce qui montre bien que £* est un minimum. O
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9.1.4.1 Contraintes égalités et inégalités

La plupart des problémes d’optimisation faisant intervenir des contraintes, il est bon de
connaitre aussi les conditions d’optimalité dans ce cas. Nous allons donner le principal
résultat (da a Lagrange pour des contraintes égalités et & Kuhn et Tucker dans le cas
général) sans démonstration en renvoyant au cours (électif) d’optimisation de deuxiéme
année pour plus de détails. On suppose, dans cette partie, que ’ensemble C' sur lequel on
veut minimiser J est donné par des contraintes de type égalités et inégalités :

C={XeRY, fi(X)=0,ie {L2,...,p}, g:(X) <0, i€ {1,2,...,m}}

oil les f; et les g; sont des fonctions de classe C! de RY dans R.

On est conduit & introduire la définition suivante :

Définition 9.2 On dit que les contraintes sont qualifiées au point X* si

— ou bien les fonctions g; sont affines

~ ou bien les vecteurs Vg;(X*), pour i € Iy, sont linéairement indépendants, ou Iy est
l’ensemble des contraintes saturées au point X™ :

Io={i € I; g;(X") = 0}.

On a alors le résultat fondamental suivant :

Théoréme 9.4 (Kuhn-Tucker, Lagrange) Soit J, f;, i € {1,2,...,p},

gi, i € {1,2,....,m} des fonctions de classe C'. On veut minimiser J sur l’ensemble
C={XeRY, fi(X)=0,i¢c {1,2,...,p}, ¢:(X) <0, i€ {1,2,...,m}}. On suppose
les contraintes qualifiées au point X*. Alors une condition nécessaire pour que X* soit
un minimum de J est qu’il existe des nombres positifs A1, Ao, ..., Ay et des nombres réels

M, 2,y - - o pp tels que

{ VI(X*) + 20 MiVgi(X*) =30 iV fi( X¥)
(9.5)

avec Nigi(X*) =0 pouri e {1,2,...,m}.

Remarque 9.2 Les nombres (inconnus) \; et p; sont appelés des multiplicateurs. Dans
la pratique, on est donc conduit & résoudre un systéme non linéaire de N + p + m équa-
tions & N + p + m inconnues (les N coordonnées de X*, les p multiplicateurs u; et les m
multiplicateurs X\;) :

— N équations viennent de l’égalité VJ(X*) + > 7 ANV (X*) =30 iV fi(X*),

~ p équations viennent de f;(X)=0,i=1,...p,

— m équations viennent de \;g;(X*) =0,i=1,...m.

Une technique possible de résolution du probléme d’optimisation est effectivement de ré-
soudre ce systéme non linéaire par 'une des méthodes vues au chapitre précédent. Dans
la pratique c’est peu utilisé, car c’est assez lourd et ce systéme a bien souvent beaucoup
d’autres solutions (tous les points critiques) que celle qui nous intéresse.
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9.2 Algorithmes d’optimisation mono-dimensionnels ou re-
cherche du pas

Une grande classe d’algorithmes que nous allons considérer pour les problémes d’optimisa-
tion ont la forme générale suivante

x(©) ¢tant donné, caleuler x*F1) = x(*) 4 ,(F)q(k) (9.6)

Le vecteur d®) s’appelle la direction de descente, p(k) le pas de la méthode & la k-iéme
itération. En pratique, on s’arrange presque toujours pour satisfaire I'inégalité

J(x*Dy < g (xR,

De tels algorithmes sont souvent appelés méthodes de descente. Essentiellement, la dif-
férence entre ces algorithmes réside dans le choix de la direction de descente d(®). Cette
direction étant choisie, nous sommes plus ou moins ramené & un probléme unidimensionnel
pour la détermination de p®). Pour ces raisons, commencons par analyser ce qui se passe
dans le cas de la dimension un.

Soit ¢(p) la fonction cott que on cherche & minimiser. On pourra prendre par exemple

a(p) = J(x®) + pd™)

afin d’appliquer les idées au cas de la méthode de descente. Supposons que ’on connaisse
un intervalle [a; b] contenant le minimum p* de g et tel que g soit décroissante sur [a; p*] et
croissante sur |p*; b] (q est alors appelée une fonction unimodale).

9.2.1 Meéthode de la section dorée

On construit une suite décroissante d’intervalles [a;; b;] qui contiennent tous le minimum p*.
Pour passer de [a;;b;] & [ai41;bi+1], on procéde de la maniére suivante. On introduit deux
nombres a’ et ' de lintervalle [a;; b;] et tels que o’ < V'. Puis, on calcule les valeurs g(a’)
et q(b'). Trois possibilités se présentent alors a nous. Si g(a’) < ¢(b'), alors, le minimum p*
se trouve nécessairement a gauche de b’'. Ceci définit alors le nouvel intervalle en posant
a;i+1 = a; et bjy1 = b'. Considérons maintenant que l'inégalité : q(a’) > q(b') est satisfaite.
Dans ce second cas, il est évident que le minimum se trouve cette fois & droite de a’. On
pose alors : a;+1 = da’ et b1 = b;. Enfin, le dernier cas consiste & avoir g(a’) = ¢(b"). Alors,
le minimum se trouve dans l'intervalle [a; b]. On se restreint donc a a; 41 = a’ et b1 = b'.
La question suivante se pose : comment choisir a’ et b’ en pratique ? En général, on privilégie
deux aspects :
i) on souhaite que le facteur de réduction 7, qui représente le ratio du nouvel intervalle par
rapport au précédent, soit constant,
ii) on désire réutiliser le point qui n’a pas été choisi dans litération précédente afin de
diminuer les cotits de calculs.
On peut montrer que la vérification simultanée de ces deux contraintes conduit & un choix
unique des paramétres a’ et 0. Plus précisément, supposons que ¢ est unimodale. Alors,
on obtient 1’algorithme de la table 9.1 dit de la section dorée, la méthode tirant son nom
de la valeur du paramétre 7.
Ici, N™2% est le nombre maximal d’itérations que 'on se fixe. A cette fin, on doit valider
un critére d’arrét de la forme : |bj+1 —a;41| < €, ou € est l'erreur (ou tolérance) que ’on se
permet sur la solution p* du probléme.
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S

— 1+
poser 7T = —%

poser ag =a
poser bgp=1b
pour i =0,..., N™aX

1
poser a =a; + —z(bi —a;)

poser b =a; + ;(bZ —a;)

si (q(a’) < q(b')) alors
poser a;4+i1 = a;
poser by =V

sinon si (¢(a’) > q(b')) alors
poser a;y1 = a’
poser b1 =b;

sinon si (q(a’) = q(b')) alors
poser a;i1 = ad
poser by =1V

fin si

fin pour 1

TABLE 9.1 — Algorithme de la section dorée.

9.2.2 Meéthode d’interpolation parabolique

L’idée maitresse de la méthode d’interpolation parabolique consiste & remplacer la fonction
colit ¢ par son polynome d”interpolation p d’ordre deux (d’ou I'appellation d’interpolation
parabolique) en trois points xg, yo et 2o de l'intervalle [a;b]. Ces points sont choisis tels
que : q(zo) > q(yo) et q(z0) > q(yo). On peut montrer que si nous posons

Lo o] = (yo) — q(xo)
Yo — To

et

o qlzoiyo) — qlzos o
q[xmyO;ZO] — s
zZo0 — X0

alors, le minimum est donné par

zo+yo  qlTo;yo)
2 2q[z0; yo; z0]

Y1 =

Il est clair que p* € [z0; 20| selon les choix précédents. On choisit ensuite les trois nouveaux
points de la maniére suivante

e si Y1 € [zo; Yo, on pose alors x1 = g, y1 = Y1 et z1 = yo puisque p* € [zo; yol,

e si y1 € [yo; 20], on pose alors 1 = yo, y1 = Y1 et 21 = 2o car p* € [yo; 2o]-

Puis on recommence. Ceci conduit & I'algorithme donné table 9.2.

On peut montrer que la méthode est d’ordre 1.3. En fait, nous pouvons montrer qu’il existe
une constante strictement positive C', indépendante de i, telle que ’on ait I'inégalité

lyir1 — p*| < Cly; — p* '3,
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choisir zg, Yo et 2o dans [a;b] tels que q(xo) > q(vo) et q(z0) > q(yo)
pour ¢ =0,..., N™MaX
_ a(yi)—a(=)

poser Q[-Ti;yi] - Yi—T;
core o] — ATz —qlesy:
poser qlzi;yi;zi] = %
o omity __qlmiwd]
poser Yii1 2 2q[wi3yi;%i]

si yit1 € [zi;y:) alors
poser x;4+1 = T4
poser z;+1 = Y;

sinon si y;+1 € [yi; 2] alors
poser xi+1 = Y;
poser ZzZ;4+1 = %;

fin si

fin pour 1

TABLE 9.2 — Algorithme de l'interpolation parabolique.

Dire que la méthode est d’ordre 1.3 signifie que si & une étape donnée Ierreur de 1072, elle

sera de l’ordre de (1072)13 ~ 2.5 1072 a I’étape suivante.

Une des difficultés concerne l'initialisation de 1’algorithme. Pratiquement, on peut procé-

der de la facon suivante. On choisit un point g de lintervalle [a;b] ainsi qu'un pas de

déplacement positif 4. On calcule ensuite g(ap) et g(ap + d). On a alors deux situations

e si g(ap) > q(ap + ), alors g décroit et donc p* est a droite de ap. On continue alors a
calculer gq(ap + 29), q(ag + 30),...,q(ap + kd) jusqu’a tomber sur un entier k tel que g
croit : q(ap + kd) > q(avg + (kK — 1)d), avec k > 2. On pose alors

$0:a0+(/€—2)(5,y0:a0+(k—1)5,20:a0+k5.

e si g(ap) < g(ap + 0), alors p* est a gauche de o + d. On prend —4 comme pas jusqu’a
tomber sur un entier k tel que : g(ag — kd) > g(ap — (k —1)d). On pose alors

1‘0:ao—ka,yozao—(k—l)(s,Zo:ao—(k‘—2)5.

9.2.3 D’autres régles

La recherche du pas n’est qu'une étape d’un algorithme plus complexe pour minimiser J. La
philosophie générale est alors de plutot essayer d’avoir une approximation satisfaisante du
pas optimal. Si nous considérons ¢(p) = J(x+ pd), avec p > 0, nous avons, par application
de la regle de dérivation en chaine

d(p) =VJI(x+pd)-d.

Par conséquent, puisque d est une direction de descente, ¢’(0) = VJ(x) -d < 0. Il s’ensuit

que si nous prenons p un peu & droite de 0, on est str de faire décroitre q. Toutefois, il faut

faire attention car deux éléments contradictoires sont & prendre en compte

e si p est trop grand, on risque de ne pas faire décroitre la fonction ¢ ou son comportement
peut étre oscillant,
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e si p est trop petit, ’algorithme n’avancera pas assez vite.
Il existe deux régles classiques pour parvenir & cette fin, la régle de Goldstein (1967) et
celle de Wolfe (1969).

9.3 Quelques notions sur les algorithmes

Intéressons nous maintenant au développement d’algorithmes numériques de résolution des
problémes de minimisation destinés & étre mis en oeuvre sur calculateurs. Nous ne verrons
ici que des algorithmes de base, 'optimisation étant un vaste domaine de recherches et
d’applications. Nous ne nous intéresserons ici qu’a ’optimisation locale, la recherche d’'un
extremum global étant hors de portée de cette introduction. Par ailleurs, I’hypothése de
différentiabilité nous suivra tout le long de cet exposé; encore une fois, 'optimisation non
différentiable n’est pas traitée ici.

Rappelons ce que l'on entend par algorithme.

Définition 9.3 Un algorithme itératif est défini par une application vectorielle A : R" —
R™ qui génére une suite de vecteurs (X(k))kzo par une construction typiquement de la forme

choisir x(*) (phase d’initialisation de 1’algorithme)

calculer x*t1) = A(x(®)) (k-iéme itération))

Bien str, ce que nous espérons, ¢’est que notre suite (x(k)) k>0 converge vers une limite x* qui
sera effectivement notre point de minimum relatif. On dit que ’algorithme converge vers la
solution du probléme de minimisation si c’est le cas. Lorsque 'on a un algorithme donné,
deux mesures importantes de son efficacité sont : d’une part la vitesse de convergence,
d’autre part, sa complexité calculatoire. La vitesse de convergence mesure "la rapidité"
avec laquelle la suite (x(k)) k>0 converge vers le point x*. La complexité mesure le cott des
opérations nécessaires pour obtenir une itération, le cotit global étant le cotit d’une itération
multiplié par le nombre d’itérations pour obtenir la solution escomptée avec une certaine
précision ¢ fixée a priori. On prend généralement les appellations suivantes, semblables
a celles du chapitre précédent. On introduit l’erreur vectorielle sur la solution : e =
x* —x(*)_ Si sa norme (euclidienne) e*) = He(k) H décroit linéairement, alors, on dit que la
vitesse de convergence est linéaire. Plus mathématiquement, cette propriété s’exprime par
une relation du type

(3C € [0;1])(3ko € N)(Vk > ko) (e < Cel®)

On voit bien & ce niveau que la vitesse de convergence est un notion asymptotique. Elle
n’est pas nécessairement observable & la premiére itération. Si nous observons une relation
du type e®t1) < ~(k)e(®) nous dirons que la vitesse est superlinéaire si limg— 400 k) = 0,
pour 7(1‘3) > 0, pour tout k£ > 0. On parle de convergence géométrique lorsque la suite
(v*)) est une suite géométrique. La méthode est dite d’ordre p si 'on a une relation du
type
(3C € [0;1])(3ko € N)(Vk > ko) (e < ¢ (e¥))P)

Si p = 2, nous dirons que la vitesse de convergence est quadratique. Finalement, si la
convergence a lieu seulement pour des x(©) voisins de x*, nous parlerons de convergence
locale, sinon, nous dirons globale.
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poser k=0
choisir x(©)
tant que (Hx(’”l) —x(k)H >¢e) et (k< k™) faire
calculer d¥) = —vJ(x*)
calculer p(k)
poser xt1) = x(k) 4 H(K)q(k)

fin tant que

TABLE 9.3 — Algorithme du gradient.

9.4 Meéthodes de gradient

La méthode du gradient fait partie des classes de méthodes dites de descente. Quelle est
I'idée cachée derriére ces méthodes? Considérons un point de départ x(©) et cherchons a
minimiser une fonction .J. Puisque I'on veut atteindre x*, nous cherchons a avoir : J(x1)) <
J (X(O)). Une forme particuliérement simple est de chercher x(!) tel que le vecteur x(*) —x(©)
soit colinéaire & une direction de descente d(?) # 0. Nous le noterons : x1) —x(0) = p(0q®),
ol p(o) est le pas de descente de la méthode. On peut alors itérer de cette maniére en se
donnant x®)_ d®) et p¥) pour atteindre x**t1) par

choisir x(0)

calculer x(Ft1) = x®) 4 p(k)q(k)

avec d®) € R™ et p(¥) > 0. De nombreux choix existent pour d® et p(*).

La premiére question consiste & choisir la direction de descente. Rappelons que le dévelop-
pement de Taylor de J au premier ordre donne au voisinage de x(k+1)

J(xFH)) = J(x®) 4+ p*d®)) = J(xF)) + p* v g (x*)) . d®) 4 pE dP) || ExP); o gk,

ol lim k) g(x) _y0 E(x®); p®d®)) = 0. Or, puisque I'on désire avoir : J(xV) < J(x(©), une
solution évidente consiste & prendre

d® = —v.j(x"®),

puisqu’alors
2
J(x*HDy — J(xR)y = —pk) HVJ(X(]“))H + o(pt).

Nous voyons que si p(k) est suffisamment petit, x(*+1) minimisera mieux .J que ne le faisait
x(®)_ La méthode obtenue avec le choix d*) = —V.J(x(¥)) est appelée méthode du gradient.
Lorsque I’on travaille sur une résolution numérique d’un probléme, on se donne en général
un critére d’arrét de la forme : Hx(k“) — x(k) H < €. De plus, puisque la convergence n’est
pas toujours assurée, une régle de base est de fixer un nombre maximum d’itérations k™2,
On obtient alors I'algorithme présenté table 9.3 et dit du gradient.

Meéme si ces méthodes sont conceptuellement tres simples et qu’elles peuvent étre program-
mées directement, elles sont souvent lentes dans la pratique. Elles convergent mais sous des
conditions de convergence souvent complexes. A titre d’exemple, donnons le résultat sui-
vant.
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Théoréme 9.5 Soit J une fonction de classe C' de R™ dans R, x* un minimum de J.
Supposons que
i) J est a-elliptique, c’est-a-dire,

(3o > 0)(V(x,y) € R" x R")(VJ(x) = VJ(y)) - (x —y) > a|x -y
i1) Uapplication VJ est lipschitzienne
(3M > 0)(V(x,y) € R* x R")(|VJIx = VJy| < M [|x — y|]).

Sl existe deus réels a et b tels que p®) satisfasse 0 < a < p® < b < 2% pour tout k > 0,

alors, la méthode du gradient définie par
xR+ — (k) _ p(k)vj(x(k))
converge pour tout choix de x(©) de fagon linéaire (ou géométrique)

3B €]0; 1], Hx(k‘H) —x*

< gk HX(O) %

Le choix du pas p*) peut étre effectué de la maniére suivante

e soit p(¥) = p est fixé a priori : c’est ce que lon appelle la méthode du gradient & pas fixe
ou constant,

e soit p®) est choisi comme le minimum de la fonction g(p) = J(x®) — pVJ(x*))) : c’est
ce que l'on appelle la méthode du gradient & pas optimal,

e ou, soit p(k) est calculé par les méthodes de recherche du pas présentées précédemment.

Dans le cas du gradient & pas optimal, nous avons le méme résultat de convergence que

précédemment sous des hypothéses plus faibles sur J.

Théoréme 9.6 Soit J une fonction de classe Ct de R™ dans R, x* un minimum de J. On
suppose que J est a-elliptique. Alors, la méthode du gradient & pas optimal converge pour
tout choiz du vecteur d’initialisation x(©).

Remarque 9.3 Méme pour le gradient & pas optimal qui est en principe la meilleure de
ces méthodes d’un point de vue de la rapidité de convergence, celle-ci peut étre lente car
altérée par un mauvais conditionnement de la matrice hessienne de J. Par ailleurs, on peut
considérer des critéres de convergence sur le gradient de J en x*) : HVJ(X(]“))H <e1

9.5 Meéthode du gradient conjugué

Considérons une matrice A, définie positive, et soit J la fonctionnelle quadratique définie
par
J:R" >R
1
x— J(x)= iAx-x—b-x.

La fonction J est alors une fonctionnelle strictement convexe (4 montrer) deux fois continti-
ment différentiable. Un calcul de son gradient donne : VJ(x) = Ax — b. Par conséquent, le
minimum (unique et global) de J est réalisé en x* tel que : Ax* = b. La méthode que nous
allons voir ici s’avére d’une redoutable efficacité pour résoudre le systéme linéaire Ax* = b.

Afin de développer le gradient conjugué, introduisons la notion de direction conjuguée.
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Définition 9.4 Nous dirons que deuz vecteurs (ou directions) di et do sont conjugués
pour la matrice A si : Ads -dy = 0.

Ceci signifie que ces deux vecteurs sont orthogonaux pour le produit scalaire associé a la
matrice A, défini par
(x,y)a = Ax -y, V(x,y) € R" x R™.

Faisons ’hypothése que nous connaissons k directions conjuguées d©  d* D La me-
thode de descente consiste, en partant d’un point x(©) € R™, & calculer par des itérations
successives x(F11) tel qu’il satisfasse
J(xEy = J(x®) 4 pR gy = miﬂg J(x® 4 pd®)),
pE
On peut expliciter la valeur de p*) en utilisant la condition de minimum au premier ordre,
& savoir

VJ () + p®d®)y . qtk) =g,
et plus explicitement dans notre cas

(Ax®*) —b).d® (x®), dk)y b-d®
o= W a®|? o k)| 6.7
1@ [d® fa®f

en posant“d(k)HA = (d(k), d(k))z/Q. Or, par définition, x*) — x(©) peut s’exprimer selon les
vecteurs d©, ..., d*~1) puisque

k—1
xch) = b1y (k=1 g=D) o (=2) 4 (-2 (k=2 4 =D gh=1) = 50) 4 37 (00
/=0

Ainsi, nous pouvons simplifier (9.7) par conjugaison pour écrire

*) (x©), d(k))A b-d® (r(O), d(’“))A

+ - )
la® [la®]; la®f

p

ot le vecteur résidu r(® & linstant initial est défini par : r(® = Ax() — b.
Le succés de 'algorithme du gradient conjugué est intimement lié & la proposition impor-
tante suivante.

Proposition 9.4 Le point x¥) est le minimum de J sur le sous-espace affine passant par
xO) engendré par les vecteurs {d©, ..., d*=D}.

Une conséquence fondamentale de la proposition précédente est que, si 'on est capable de
trouver n directions conjuguées {d(o), vy d(”_l)}, on a résolu le probléme de minimisation
puisque {d@, ...,d=D} est une base de R™. En fait, I’algorithme du gradient conjugué
consiste & construire simultanément ces directions conjuguées par le procédé de Gram-
Schmidt. Plus précisément, ’algorithme est décrit dans la table 9.4.

L’algorithme de Gram-Schmidt peut, dans certains cas, s’avérer instable. A cause des er-
reurs d’arrondis, la méthode peut mettre un peu plus que n itérations pour converger.
Rappelons que l'algorithme présenté ici était particularisé au cas d’une fonctionnelle qua-
dratique. On peut étendre 1’algorithme pour une fonctionnelle J quelconque de maniére
efficace comme nous le détaillons dans la table 9.5.
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E=0
choisir x(©) ¢ R”
choisir € >0
choisir 1 >0
poser r(®) = V.J(x()
tant que (HX(]H—I) - X(k)H >¢) et (k< k™) faire

si (Hr(k)H < 1) alors arrét

sinon

si (k=0) alors
poser d¥) = r(k)

sinon
(k) qk=1)
calculer a®) = 7M
Jd=0]%
poser d®) = r(*) 4 oK) g(k—1)
fin si

(x(®) ak))
][
poser xF*t1) = x(k) 1 p(k)q(k)
calculer rFtD) = Ax(+1) _p
poser k=k+1
fin si
fin tant que

calculer p(k) = —

TABLE 9.4 — Algorithme du gradient conjugué pour une fonctionnelle quadratique.

187



188 CHAPITRE 9. ELEMENTS SUR L’OPTIMISATION

k=0

choisir x(© e R

choisir € >0

choisir €1 >0

poser r(® = vV.J(x©)

tant que ([[x**D) —xW|| >¢) et (k < k™) faire
si (Hr(k)H < 1) alors arrét

sinon
si (k=0) alors
poser d*) = r(*¥)
sinon
B2
calculer a(k) = L)HQ
[0
poser d¥) = (k) 4 o(F)qk-1)

fin si

si (d® .r() >0) alors
poser d*) = r(¥)

sinon

VJ(x® + pd®) . d*) =0
fin si
poser x(k+1) = x(®) 4 p(K)q(k)
poser rftl) = v j(x(k+1)
poser k=Fk+1
fin si
fin tant que

rechercher un pas p(k) approchant le minimum de J(X(k) —i—pd(k)) par

TABLE 9.5 — Algorithme du gradient conjugué pour une fonctionnelle générale.
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9.6 Approche par la méthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas a proprement parler une méthode d’optimisation comme
nous ’avons vu dans le chapitre 8. C’est une méthode de recherche de zéros d’une fonction
F : R" — R” selon : F(x) = 0. L’idée de cette méthode ici est de résoudre ’équa-
tion V.J(x) = 0, condition nécessaire de premier ordre pour la détection d’extrema (sans
contraintes) d'une fonction. L’équation V.J(x) = 0 est donnée par un systéme n xn d’équa-
tions non linéaires. La méthode s’écrit formellement

xFD = x®) _ D2 j(x®)) v (x®).

Un des gros problémes de cette méthode est que le choiz de x() joue un grand role sur la
convergence ou non de la méthode de Newton. La méthode est trés sensible a I'initialisa-
tion. Il peut aussi arriver que la méthode converge vers un extremum qui n’est pas celui
cherché. Une approche possible consiste a faire tourner quelques itérations d’une méthode
de gradient pour approcher x* et de considérer l'itéré résultant comme le point de départ
de la méthode de Newton. L’avantage de la méthode de Newton est sa grande rapidité
de convergence : la convergence de la méthode de Newton est quadratique. Un autre in-
convénient de la méthode de Newton est son coiit en terme de calcul (évaluation des N2
termes de la matrice Hessienne) qui fait qu’on lui préfére bien souvent des méthodes de
type quasi-Newton ol cette matrice Hessienne est approchée, dans I’esprit de la section
8.3.2. Dans cet esprit les méthodes dites BFGS sont parmi les plus utilisées.

9.7 Exercices du chapitre 9

Exercice 9.1 Dans le Théoréme 9.1, montrer par des contre-exemples, que les hypothéses
J continue ou C fermé sont indispensables.

Exercice 9.2 Soit N une norme sur un espace vectoriel E. Montrer que N (et plus géné-
ralement N ou a > 1) est une fonction convexe. Est-elle toujours strictement convexe ?
Donnez des exemples ot elle I'est et des exemples ot elle ne ’est pas.

Exercice 9.3 Soit A une matrice de dimension n X m, b un vecteur fixé de R" et F' la
fonction définie sur R™ par

F(X) = [|AX — b3
ol ||.||2 est la norme euclidienne classique. Montrer que F' est convexe, a quelle condition
posséde-t-elle un minimum sur R™ 7 Calculer le gradient de F' et sa matrice hessienne, puis
déterminer le minimum dans ce cas.

Exercice 9.4 Rechercher le rectangle de périmétre fixé P qui a l'aire maximale. Méme
question pour un triangle.

Rechercher le parallélépipéde de surface fixée S qui a le volume maximal. Méme question
pour un tétraédre.

Exercice 9.5 Soit la fonction F(x,y) = %xQ + y? — 4zy et Pensemble E = {(z,y) €
R2 y? < z,2 <1}

1) Dessiner ’ensemble E et montrer que F' posséde un minimum sur E.

2) Déterminer ce minimum en utilisant les conditions de Kuhn-Tucker.
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9.8 TD9 : optimisation

Exercice 1 Soit la fonction F(z,y) = 3zy? — 22° et 'ensemble E = {(x,y) € R? 22 <

Y,y <z},
Montrer que F' posséde un minimum sur E et le déterminer en utilisant les conditions

d’optimalité de Kuhn-Tucker.

Exercice 2
Soit n € N*. On considére la matrice A,, € M, (R) et le vecteur b, € R™ définis par :

4 -2 0 0
-2 4 =2
A, = 0 0 et b, = (1,1,...,1)
-2 4 =2
0 0 -2 4

On cherche & minimiser dans R™, par différentes méthodes, la fonctionnelle :

Tnla) = 3 (A7) — (b, 7).

On appelle donc (Py,) le probléme :

) { min Jp (z)

rz e R"

Remarque : il est important d’exploiter, dans les questions qui suivent, le format creux
de la matrice A afin de diminuer les temps de calcul.
Fonctions Matlab utiles : spdiags.

1. On considére le cas n = 2. Montrer que Jo est coercive sur R? et résoudre le probléme
(P2) -

2. Nous allons étudier deux méthodes de minimisation. Pour chacune de ces études, on
demande :

— lorsque n prend les valeurs 10, 20, 30, 50, 100 :

— de tester chacune des trois méthodes

— enfin, de comparer & ’aide d’un graphique ou d’un tableau, la rapidité de conver-
gence de chacune de ces méthodes, ainsi que le temps de calcul par Matlab, suivant
les différentes valeurs prises par n.

(a) La méthode du gradient a pas fixe.
Ecrire une fonction Matlab prenant en argument p > 0, un pas fixe et 20 € R",
un vecteur d’initialisation, afin de mettre en ceuvre ’algorithme du gradient a pas
fixe, puis la tester sur J, dans chacun des cas ci-dessus. Répondre aux questions
initiales. Expliquer briévement pourquoi il est important de choisir le pas fixe, ni
trop grand, ni trop petit.
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(b) La méthode du gradient conjugué dans le cas d’une fonctionnelle qua-
dratique elliptique.
Soit f: R —R
r o  i(Az,z)—(b2)
ou A € M, (R) est une matrice symétrique définie positive et b est un vecteur de
R™. Alors, dans ce cas, ’algorithme du gradient conjugué s’écrit :

20 est donné, 70 = Az — b et d° = —1°.
n+l _ .n A" - _ (T )
€T T+ pnd”, pn (Adn, dm)
rtl = Agntl
n+1l _ _  n+l n L HTH_HHZ
d =—r + Bpd", B = 7“7%“2 .

\

Programmer cet algorithme et répondre aux questions initiales.
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9.9 Aide-mémoire

9.9.1 Topologie

Dans cette section, je (re)donne les définitions des objets topologiques qui sont manipulés
dans ce cours. Quand je I'estime utile, je donne aussi quelques commentaires en caractéres
plus petits. Tous les ensembles considérés sont des sous-ensembles de RY.

Boule Soit Xq un point de RY et r un réel positif. On appelle boule (ouverte) de centre Xo
et de rayon r, et on note B(Xo,r) l'ensemble des points situés a une distance inférieure
strictement a r de X :

B(Xg,7) ={X eRY : | X — Xy| <7}

la distance dont il est question ici étant la distance euclidienne, notée indifferemment |.|
ou [|.]|2.

Ouvert Un sous-ensemble Q de RN est ouvert si, pour tout point Xo € Q, il existe un
nombre r > 0 tel que la boule B(Xo,r) centrée en Xg et de rayon r soit incluse dans Q.

Cela généralise la notion d’intervalle ouvert sur R. La différence est que dans RY, un ouvert peut
avoir une forme trés compliquée.

Fermé Un sous-ensemble F' de RY est fermé si son complémentaire est ouvert.
On utilise souvent une caractérisation des fermés qui utilise les suites : un ensemble F est fermé si
pour toute suite de points X,, de F' qui converge vers un point X, on a X € F.

Fermeture (ou adhérence) La fermeture d’un ensemble A est le plus petit fermé qui
contient A. On la note A.
La fermeture est aussi I’ensemble de toutes les limites de suites d’éléments de A.

Compact Un sous-ensemble K de RY est compact si il est a la fois fermé et borné (c’est-

a-dire inclus dans une boule).

Les compacts sont trés précieux en analyse :

— de toute suite de points d’'un compact, on peut extraire une sous-suite convergente

— Une fonction continue (voir ci-dessous) sur un compact K et a valeurs dans R atteint son maxi-
mum et son minimum sur K

Fonction continue Une fonction f de RN dans R est continue si limage réciproque par
f de tout ouvert de R est un ouvert de RN .

Il est plus traditionnel de définir la continuité en utilisant les limites et la notion de continuité en
un point : f est continue en Xg si Xler)l(O f(X) = f(Xo) et f est continue sur Q C RY si elle est

continue en tout point de .
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9.9.2 Calcul différentiel
9.9.2.1 Différentiabilité

Soit F' une fonction définie sur un ouvert 2 C R"™ et a valeurs dans RP. On rappelle qu’on
dit que F' est différentiable en un point Xg € €2 si F' admet un développement limité a
I'ordre 1 au voisinage de X, c’est-a-dire si il existe une application linéaire dFx, : R" — RP
telle que

VH e R", F(Xo+H)=F(Xo)+dFx,(H)+ ||H|e(H) avec £(H) — 0 quand H — 0.

Cette notion de différentiabilité se généralise exactement de la méme facon pour une fonc-
tion F définie d’un espace vectoriel normé E; vers un espace vectoriel normé Fy (méme si
ceux-ci sont de dimension infinie).

9.9.2.2 Dérivées partielles

Reprenons le cas d’une fonction F' définie sur un ouvert 2 C R™ et & valeurs dans RP. On
notera F'(X) = (fi(X), fa(X),..., fp(X)) les compsantes du vecteur image. La dérivée
partielle de la fonction f; par rapport a la variable x; n’est autre que la dérivée classique de
fi par rapport & z; quand on suppose toutes les autres variables x1,...,2j_1,%Zj41,...,Tn
figées (ou fixes). On la note gﬂ{j_ . On a vu ci-dessus que la différentielle de F' au point X est

une application linéaire dF'x, : R™ — RP. Et bien cette application linéaire a pour matrice,
dans les bases canoniques de R™ et RP la matrice jacobienne Jr(Xy) de toutes les dérivées
partielles de F' :

0 0 0
- (Xo) L (Xo) 50 (Xo)
of; | on T
) = | X)) S (X0)
ofy | T T
72 (Xo) 5 (Xo) o (Xo)
Notons que pour une fonction f : R™ — R le vecteur %,...,%,...,% s’appelle

gradient de f et se note Vf.

De la méme facon qu’on a défini les dérivées partielles premiéres, on peut définir les déri-
2

vées partielles secondes, par exemple % signifie qu’on dérive d’abord par rapport a la
10%;

variable x; puis on dérive la fonction % par rapport a xj. Pour une fonction de classe C?

(c’est-a-dire une fonction dont toutes les dérivées partielles d’ordre deux sont continues),
on a égalité des dérivées partielles croisées :
0% f _ 0% f
8xi8x]~ N ax]a$z ’

La matrice des dérivées secondes d’une fonction f : R™ — R a pour terme général (sur la
8% f
0zx;0x;
de classe C? la matrice hessienne est donc une matrice symétrique.

i-éme ligne et la j-iéme colonne) et se nomme matrice hessienne de f. Si f est
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9.9.3 Convexité

La définition de la convexité, ainsi qu’une premiére caractérisation a l'aide de la dérivée
premiére est donnée a la Section 9.1.3. Citons une deuxiéme caractérisation fort utile pour
les fonctions de classe C? :

Soit f définie sur R" et a valeurs dans R, alors f est convexe sur I'ouvert convexe €2 si et
seulement si la matrice Hessienne H (X)) est positive en tout point X de €, c’est-a-dire si
VX € Q,VU € R*, U'H(X)U > 0. Pour vérifier la positivité de la matrice hessienne, on
calcule souvent ses valeurs propres. On a alors :

f est convexe si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice (symétrique)
hessienne H(X) sont positives.



